Google 



This is a digital copy of a book thaï was prcscrvod for générations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 

to make the world's bocks discoverablc online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to copyright or whose légal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia présent in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we hâve taken steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use thèse files for 
Personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do nol send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character récognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for thèse purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each file is essential for informingpcoplcabout this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it légal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is légal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countiies. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any spécifie use of 
any spécifie book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps rcaders 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



A propos de ce livre 

Ceci est une copie numérique d'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d'une bibliothèque avant d'être numérisé avec 

précaution par Google dans le cadre d'un projet visant à permettre aux internautes de découvrir l'ensemble du patrimoine littéraire mondial en 

ligne. 

Ce livre étant relativement ancien, il n'est plus protégé par la loi sur les droits d'auteur et appartient à présent au domaine public. L'expression 

"appartenir au domaine public" signifie que le livre en question n'a jamais été soumis aux droits d'auteur ou que ses droits légaux sont arrivés à 

expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d'un pays à l'autre. Les livres libres de droit sont 

autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine et sont 

trop souvent difficilement accessibles au public. 

Les notes de bas de page et autres annotations en maige du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir 

du long chemin parcouru par l'ouvrage depuis la maison d'édition en passant par la bibliothèque pour finalement se retrouver entre vos mains. 

Consignes d'utilisation 

Google est fier de travailler en partenariat avec des bibliothèques à la numérisation des ouvrages apparienani au domaine public et de les rendre 
ainsi accessibles à tous. Ces livres sont en effet la propriété de tous et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce patrimoine. 
Il s'agit toutefois d'un projet coûteux. Par conséquent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inépuisables, nous avons pris les 
dispositions nécessaires afin de prévenir les éventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en instaurant des 
contraintes techniques relatives aux requêtes automatisées. 
Nous vous demandons également de: 

+ Ne pas utiliser les fichiers à des fins commerciales Nous avons conçu le programme Google Recherche de Livres à l'usage des particuliers. 
Nous vous demandons donc d'utiliser uniquement ces fichiers à des fins personnelles. Ils ne sauraient en effet être employés dans un 
quelconque but commercial. 

+ Ne pas procéder à des requêtes automatisées N'envoyez aucune requête automatisée quelle qu'elle soit au système Google. Si vous effectuez 
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractères ou tout autre domaine nécessitant de disposer 
d'importantes quantités de texte, n'hésitez pas à nous contacter Nous encourageons pour la réalisation de ce type de travaux l'utilisation des 
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous être utile. 

+ Ne pas supprimer l'attribution Le filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre projet 
et leur permettre d'accéder à davantage de documents par l'intermédiaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le supprimez en 
aucun cas. 

+ Rester dans la légalité Quelle que soit l'utilisation que vous comptez faire des fichiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabilité de 
veiller à respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public américain, n'en déduisez pas pour autant qu'il en va de même dans 
les autres pays. La durée légale des droits d'auteur d'un livre varie d'un pays à l'autre. Nous ne sommes donc pas en mesure de répertorier 
les ouvrages dont l'utilisation est autorisée et ceux dont elle ne l'est pas. Ne croyez pas que le simple fait d'afficher un livre sur Google 
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut être utilisé de quelque façon que ce soit dans le monde entier. La condamnation à laquelle vous 
vous exposeriez en cas de violation des droits d'auteur peut être sévère. 

A propos du service Google Recherche de Livres 

En favorisant la recherche et l'accès à un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le français, Google souhaite 
contribuer à promouvoir la diversité culturelle grâce à Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livres permet 
aux internautes de découvrir le patrimoine littéraire mondial, tout en aidant les auteurs et les éditeurs à élargir leur public. Vous pouvez effectuer 
des recherches en ligne dans le texte intégral de cet ouvrage à l'adresse fhttp: //book s .google . coïrïl 



3t:bb 




COURS 



DE MÉCANIQUE 



DB 



L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE. 



COURS 



DE MÉCANIQUE 



DB 



L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE. 



CET OUVRAGE SE TROUVE AUSSI : 



A ANGOULÊME. . . . («he* Peiu^-Leci^ek. 

( — Chabot et C'^ 

BORDEAUX — Chaumas. 

BOURGES — Veeueil. 

LILLE — Vanackèee. 

LYON ! - PP'S» f'è'-"- 

( — GiBERTON et Brun. 

MARSEILLE. .... — Camoin. 

METZ — Warion. 

MONTPELUER. . . — S^walle. 

NANCY — G. Grimblot et C»». 

NANTES j - ^OEEST. 

( — OVERAUD. 

ORLÉANS — Gatinead. 

RENNES — Verdier.. 

ROUEN — Lebrument. 

— Treuttel et WuRTz. 

^rw.^ A r.«,^*T« ^ / — M"* Leyeault. 

STRASBOURG. . . . < ^ 

— Derivaux. 

— Dragh. 

TOULOUSE ! ~ J"^": 

( — Bon et Privât. 

LEIPZIG chez Michelsen. 

LONDRES — DuLAU et C'% Soho- 

Square. 
TURIN — BoccA. 

VIENNE — ROHRMAN. 

MADRID — A. PouPART et frère. 

ROME — Bleggi. 



IMPRIMERIE DE BACHELIER, 
me du Jardinet , n» la. 



cou us 



DE MÉCANIQtJ 



1>K 



L ÉCOLE POLYTIXIlINIQUi:; 

fvS %,* ^ » o *» '. \»>irt i"^ 

Par N. MtHlMKL, 

Membre de rin«titut (AcadciriM; tUm Sncnni:/ 



PUEUIIÈHE j'Aitrii:. 



PARIS, 

BACHELIER , IMPRIMEURIJBK AiltE 

Ufe l' ÉCOLE POLYTECHRigUE, l>l' Bt'KKAU »KS l,(»HOITtr»K<« , hTC 

QUAI DES AUGUSTINS , •'ilÇ. ' 



18fô. 



Tout exemplaire du présent Ouvrage qui ne porterait pas, 
comme ci-dessous , la signature du Libraire^Éditeur, sera con- 
trefait» Les mesures nécessaires seront prises pour atteindre, 
conformément à la loi, les fabricants et les débitants de ces 
Exemplaires, 




• i 






Des occupaiious multipliées 1110111 empêefié de 
faille paraître aussitôt que je l'espérais ceite secoude 
partie de mon cours de TÉcole Polytechnique. Elle 
est à peu près la reproduction exacte de mes leçons; 
cependant certaines théories s'y trouvent un peu 
plus développées, et quelquefois même disposées 
dans un ordre différent. 

Ainsi, dans le programme actuel de TEcole, la 
Dynamique commence avaut que la Statique soit 
complètement terminée. Autrefois, au contraire , on 
achevait entièrement la théorie de l'équilibre avant 
de commencer celle du mouvement : cet ordre m'a 
paru préférable , et c'est celui que j'ai suivi daus cet 
ouvrage. 

J'ai adopté dans mon cours la théorie des couples 
démon illustre maître, M. Poiusot. Cette concep- 
tion qu'il a introduite depuis longtemps dans la 
Mécanique, et qui a été d'abord repoussée par quel- 



qaes géomètres, a fini par obtenir un assentiment 
unanime, et restera désormais dans renseignement 
de cette science. Je me serais même dispensé de 
reproduire ici mes leçons sur la Statique, et je me 
serais borné à renvoyer au Traité si élégant et si 
simple de M. Poiusot, si le programme de llScole 
n^avait renfermé de nombreuses applications du cal- 
cul intégral, et quelques genres de questions qui ne 
pouvaient se trouver dans un Traité principalement 
destiné à renseignement des collèges. 
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J. COURS f>E MÉCANIQUE. 

('oncovons un point qui parte de A et parcoure le poly- 
gone sans revenir jamais sur un côté déjà décrit. 

Tout o6té doat la direction, prise dans le sens oa il 
est décrit, fait un angle aigu avec la direction X'X, éloi- 
gnera le point décrivant du plan AO; tout côté pour lequel 
cet angle sera obtus l'en rapprochera , et la quantité dont 
il en sera éloigné ou rapproché sera la projection du côté 
décrit sur X'}(. Aii]^, après un nomhre quelconque de 
côtés parcourus , la distance du point au plan AO sera la 
somme des projections des côtés dont les directions font 
avec X'X des angles aigus, moins la somme de celles des 
côtés qui font des angles obtus. Elle sera donc la somme 
algébrique des produits des côtés pris en valeur absolue 
|>ar les cosinus positifs ou négatifs des angles que forment 
avec la direction tixe X'X les directions respectives de ces 
côtés , prises dans le sens où ils sont parcourus. Or, quand 
le polygone entier a été parcouru , le point étant revenu 
en A, sa distance au plan AO est nulle; d'où résulte le 
théorème suivant : 

La sottmie des produits dos valeurs absolues des cotés 
d'un poljgofiejerffiê^ parlas cosinus des angles que for- 
ment a^^ec une dif^ction fixe les directions respectives 
de ses côtés, esf éf^alv #> zéro. 

Fit Tou no doit [vu» oublier que ces directions sont déter- 
minées par le scuis dans hH]uel ces côtés seraient parcourus 
par un point qui se mouvrait dans un sens ou dans l'autre 
sur ce polygone, mais qui ne reviendrait jamais sur les 
côtés déjà parcourus. 

Angle de deux directions. 

Si Ton a trois axes de coordonnées rectangulaires , et 
que par l'origine on mène deux directions faisant avec les 
axes positifs les angles (a, 6,7), («', c', y), on peut déter- 
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iner l'angle V de ces deux directions et le distinguer de 
^on supplément. En elFet , prenons sur la direction (a, 6,7) 
min point à une distance quelconque r de Torigine j en con- 
^dërant r comme une quantité positive, ou aura lesfor- 
snules générales 

j:=rcosa, ^ = rcos6, z=rco$7. 

Projetons maintenant sur la direction (a', 6', 7') le poly- 
gone formé par x^y^ z , /*, et que nous supposerons par- 
couru dans le sens indiqué par ces lettres. Le thëorc^me 
dont nous faisons l'application exige que l(;f côtés du po- 
lygone soient pris en valeur absolue. Si donc x^y^ z sont 
toutes trois positives , on aura 

jrcosa' -f-^cos6'-|-zco»7' — rcosV = 0. 

Si une quelconque des coordonnées , par exemple y^ était 
négative, la valeur absolue du côté du polygone serait 
— y \ mais , comme la direction dans laquelle il S(;rait par- 
couru serait celle des y négatifs, le cosinus serait — cos 6 
et le terme serait toujours j^ cos o; de sorte que T équation 
précédente est générale (m considérant, comme on le fait 
ordinairement, les signes des coordonnées. Si Ton y rem- 
place x^y^ z par leurs valeurs, r disparaît et Ton trouve 

cos y = cos a cos a' H- cos 6 cos 6' -H co» 7 COS7'. 

La condition pour que les deux directions soient perpen- 
diculaires sera 

cos a cos a! + cos€ cos V -k- cos 7 cos 7' = o. 

Longueur de Ici perpendiculaire abaissée d'un point 

sur un plan, 

So|qK»ons un plan donné par les angles a^ ê^ y que 
fait avec les axes la direction AB de la perpendiculaire 
abaissée de Torigine des coordonnées sor le plan, et 
parja lonçoeur p de cette ligne-, la position de ce plan 

i. 
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est complètement déterminée. On donne, en outre, 
les cooixlonnées x^ y^ z d'un point quelconque M de 
Tespace, et Ton demande l'expression de la perpendi- 
culaire MC abaissée de M sur le plan , et que nous dési- 
gnerons par P. 

Pour cela , considérons le polygone fermé ARQMCBA 
( fig, 2) , dont les trois premiers côtés sont les coordonnées 
.r, > , z \ et projetons-le sur la direction AB. 

Si le point M et le point A sont de côtés différents du 
plan , nous aurons Téquatiou 

X cos a -h ^ ces 6 -f- 2 ces 7 — P — p = o, 

dont la généralité se reconnaîtra, comme dans le cas pré- 
rétionl. Si , au contraire, M et A sont d'un même côté du 
plan , on aura 

X cos a 4- ^" l'os 6 -+- z 00s 7 -h P — /? = G. 

On aura donc , dans le premier cas , 

( I ) V := X cos a -f- J cos ^4-3 cos 7 — p. 

Dans le second cas, il faudrait changer le signe du second 
membre; de sorte que la formule (i) donne une valeur 
positive à la perpendiculaire, si le point d'où on l'abaisse 
et l'origine sont de côtés dilférents du plan ; et elle lui 
donne une valeur négative si ces deux points sont d'un, 
même côté. Cette formule donnera donc des signes sem- 
blables aux perpendiculaires situées d'un même côté du 
plan , et des signes dilférents h celles qui seront situées de 
côtés différents. I /équation (i) conduit immédiatement à 
Téqualion du plan, en coordonnées rectangles. Eneifet, 
pour tous les poiuts du plan donné, et pour eux seulement, 
ou a P=:o-, donc l'équation de ce plan sera, en considc- 
laut li's coordonnées comme positives dans un sens, etné- 
^ali\es dans Tant ce, 

t cos a -f- r <*«8 6 -f- « ^o& 7 ==p. 
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Si 7=-, Téquation du plan devient cciie d'utic ligne 
droite, et se réduit à 

L expression de la perpendiculaire abaissée; sur t-MUi 
miroite , du point dont les coordonnées sont x^y^ devient 

P = X cos a -H j ces € — //. 

Longueur de la perpendiculaire abaissée d'un jnnnl 

sur une droite. 

Supposons une droite déterminée par les coorAouu^uin 
x^j^ z d'un de ses points, et par Iiîs angli*» « , o , y rjiie «a 
direction fait avec les axes positifs d^js coordonriéi;»; #'t 
cherchons l'expression de la perp<;ndiculaire p al^issée 
sur cette droite par le pointdont les cjj4jrA(mnèAwmia^ h^ i:. 

Désignons par d la longueur de la droite; qui joint les 
deux points (aèc), {xy z)^ et par (ÎTangle que sa dirertîori 
fait avec la droite donnée: nous aurons p = dMu d^ et, 
abstraction faite du signe, 



• X — a Y — b ^ z — t 

cos d = — ;— cosa H 7— cos^ -H --r- cosy, 

a a a 



d'où 



r/sin ^ = ^d"' — [ \x — a) cos at -f- f j — h c#jS^ -4- iz — /r; crisy j' zi- p j 

substituant à //' sa valeur (x — a)'-|-(j^ — hy + {z — é:)*, 
on obtient 

Si le point a^b^ c d'où Ton abaisse la p^rrprn/iiculaire se 
confond avec rorigine des coordonné^:», on a 



/:; =r V* ? r COS7 — zcos€/-+- 'ico» « — xcoi 7/ -f- <xros S — /cos «y • 

Théorèmes sur les projections des aires. 
Lai projection d'une aire plane sur un plan est égale à 



6 GOURS DE ^ÉGANIQUE. 

cette aire multipliée par le cosinus de Tangle des deux 
plans 9 ou de Tangle de la normale au plan de Taire, que 
nous nommerons Taxe de cette aire, avec la perpendicu- 
laire au plan de projection. 

Tant qu'on ne veut avoir égard qu'aux valeurs abso- 
lues, on peut prendre* ces perpendiculaires dans celui des 
deux sens que l'on voudra ; mais souvent il y a une distinc- 
tion à établir entre eux , par exemple lorsque l'on considère 
des mouvements de rotation dans ces plans. Dans ce cas, 
on choisit pour direction de l'axe celle des deux par rap- 
port à laquelle le mouvement parait s'opérer dans un sens 
convenu, que nous supposerons toujours de gauche à 
droite pour un observateur placé dans l'axe, les pieds ap- 
puyés sur le plan. 

En entendant que l'on ait ainsi déterminé pour chaque 
aire la direction de son axe, soient a, a\ a",.., des aires 
planes situées d'une manière quelconque dans l'espace; 
a, 6, y, a , 6', y , etc., les angles formés par les directions 
de leurs axes respectifs avec celle des axes positifs des 
coordonnées. Si l'on projette ces aires sur les plans coor- 
donnés , en les multipliant respectivement par des quanti- 
tés quelconques m, m ^ m", etc., et que l'on considère les 
projections comme positives ou négatives, suivant que 
leurs axes forment des angles aigus ou obtus avec ceux des 
coordonnées positives , les sommes algébriques de ces pro- 
jections sur les plans YZ, ZX, XY seront respective- 
ment 

2 ma cosa , 2 ma cosê, 2 ma cosy. 

Si l'on projette ces trois sommes sur un plan dont l'axe 
forme les angles ^ , |ui , v avec les axes des coordonnées , on 
obtiendra 

cosX 2 ma cosa 4- cosfA 2 ma cos6 -f- cosv 2 ma COS7 

=r ? ma (cosa cos> -h ces 6 cosf* -4- cosy cosv) = 2 ma casV, 



PREMIÈRF. ANNtK. — PRÉLIMINAIIIKS. 7 

en désignant par V Tanglc» de Taxe du nouveau plan 

avec l'axe d'une quelconque des aires. On obtiendra donc 

ainsi la somme algébrique des projections sur un plan 

dont Taxe est donné, dès que l'on connaîtra les trois 

sommes 

1 ma cosa, 1 ma cosÇ, 1 ma ces 7, 

que nous désignerons par A , B , C ; et son expression 

sera 

A cos> -f- B cosfx -h C cosv, 
ou 

yA* -f- B^ -h C^ (cospcosl -f- C0S7 cospi -f- ces/' ces vj 

=v/A»-f-B^-h C'cosU , 

en faisant 

A B 

= cos/^, = cos 7 , 



v/A^-hB^-4-C» ' v^A*-|-B 

C 



= COS/'ï 



V^A^-hB'-hC 

et désignant par U l'angle formé par les directions qui 
font avec les axes des coordonnées, les angles X, jui, v, et 

P, Çy '*. 

La somime des projections ayant pour expression 
V'A' + B'H-C cosU est maximum quand U = o, et nulle 

pourU = -^ d'où l'on conclut immédiatement le théo- 
rème suivant : 

I**. La direction déterminée par les angles p, q, r est 
celle de l *axe du plan pour lequel la somme des projec- 
tions des aires multipliées par les quantités données est 
la plus grande ; 

2°. Cette somme est nulle pour tous les plans per- 
pendiculaires à celui qui correspond au maximum^ 

3°. Elle est la même pour tous les plans dont Vaxe 
fait le même angle a\^ec celui du maximum . 
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\ étaut Taiiglc des deux droites; on a donc 

cos ^ = it sin V (cos^'cos'/ — cos7'cos€) , 
cosft = dbsinVfcosy'cosa — cosa'cosy), 
cos V = ±sinV cosx'cosÇ — cos^'cosz). 

On trouve ainsi deux directions opposées; et, enelFet, rien 
jusqu'ici n'a déterminé lequel des deux sens on voulait con- 
sidérer sur la perpendiculaire. 

Distinction du sens de la perpendiculaire à detur 

directions. 

Concevons par Foriginc deux droites paraUèles aux di- 
rections détermi nées par les angles (a S y) , ( a o y') ; prenons 
surla première un point quelconque : ses coordonnées 0:,^^, z 
seront proportionnelles aux cosinus des angles a, o,y, et res- 
pectivement de mêmes signes : par ce point , menons une 
parallèle à la direction déterminée par les angles a\ ê' ,' y', 
et concevons un point en mouvement sur cette dernière di- 
rection. Le rayon vecteur mené de l'origine à ce point par- 
tira de la direction (a 07), et ira en se rapprochant de la 
direction (a' o' y') qui passe aussi par l'origine. 

Supposons maintenant un observateur placé dans la 
perpendiculaire au plan des deux droites, les pieds ap- 
puyés sur ce plan -, le mouvement du rayon vecteur lui 
paraîtra s'exécuter de gauche à droite ou de droite à gau- 
che , suivant qu'il sera placé d'un côté ou de l'autre du 
plan. Nous distinguerons ces deux sens en appelant direct 
celui où le mouvement s'effectue de gauche à droite , et 
rétrograde celui où il s'effectue de droite à gauche-, et 
nous nommerons direction de l'axe du plan des deux 
droites dans lequel s'effectue le mouvement, celle de la 
perpendiculaire dans le sens pour lequel ce mouvement est 
direct. 

Les valeurs des cosinus des angles X , y. , v que fait la 
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perpendiculaire avec les axes de coordonnées sont , d'après 
la formule précédente, dans laquelle on remplacera cos a' , 

cos ê', cos y' , par x . j^, z , 

ycosv' — 2cos6' zcosa' — xcosv' 

COSÀ=r" î— 9 COS/X= -j- t 

•±:p ^ ±p 

XCOS^i' — jcosa' 
cos V = -j- t 

±:p 
la valeur de p étant 

V(/C0S7' — z cos 6')' -I- (2 cos a' — ^coS7')' + (.rcos6' — jcosa')*; 

de sorte que p n'est autre chose que la perpendiculaire 
abaissée de l'origine sur la droite menée par lepointx,^)^, z, 
dans la direction (a'6' y'). Il ne s'agit plus que de savoir 
quel est le signe qu'il faut donner à p pour que les angles 
^î (X, V se rapportent à la direction de Taxe du plan , telle 
que nous l'avons définie. Remarquons d'abord que si dans 
un plan de direction quelconque, que nous ferons passer 
pour plus de simplicité par l'origine , un rayon vecteur se 
meut autour de ce dernier point dans un certain sens; si, de 
plus, on projette ce rayon vecteur sur un autre plan , l'axe 
de ce dernier mouvement sera celle des deux directions de 
la perpendiculaire à ce nouveau plan qui fera un anglç, 
aigu avec la direction de l'axe du premier mouvement. 

Cela posé , considérons d'abord la projection du rayon 
vecteur sur le plan XY, et désignons par 9 l'angle que sak 
direction forme avec celle des x positifs , de telle sorte que 

l'axepositif des j^ corresponde à = — Le mouvement ser£^ 

direct relativement à Taxe des z positifs, si 9 va en crois- 
saut; et, dans le cas contraire , il sera direct par rapport 
«Taxe des z négatifs. Et l'on sait d'ailleurs qu'un angle 
croît ou décroît toujours en même temps que la valeur al-' 
gébrique de sa tangente. 
Or, la projection sur XYdu rayon vecteur mené au point 
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Çr^y. z) fait a\e€ Tai^c des x uu angle dout la tangente a 
pour expression générale -. Si le point x, y. z s'avance dans 

la direction (se c'y) d'une quantité quelconque iti , cette 

. . jr-h m oos€' . , 

tangente devient ; : son accroissement est donc 

^ x-h ut cosx 

m (x coso' — r cosa' ) 

— ^^ — j — - ; et , comme on peut supposer m assez 

petit pour que le dénominateur soit positif, le signe de cet 
accroissement sera le même que celui du numérateur, ou 
de X coso' — y cosa. 

Ainsi , la projection du rayon vecteur sur XY aura un 
mouvement dout Taxe sera Taxe des z positifs , si Ton a 

X cos6' — X cosa' > o ; 

et, par suite, Taxe du mouvement dans Tcspace et Taxe 
des z positifs feront un angle aigu. De même les projec- 
tions sur YZ auront un mouvement direct par rapport aux 
axes des x et des y positifs si l'on a 

X COS7' — z cosê' ]> o, z cosa' — X COS7' ]]> o. 

Dans le cas où une de ces inégalités serait de sens con- 
traire, il serait direct par rapport à l'axe négatif; et l'axe 
du mouvement ferait un angle obtus avec l'axe positif cor- 
respondant. 

On voit donc que les cosinus des angles que fait l'axe du 
mouvement que nous considérons, avec les axes positifs 
.r, j^, z, sont de mêmes signes respectivement que les nu- 
mérateurs des valeurs trouvées précédemment 5 que , par 
conséquent , on doit prendre/; positivement 5 ce qui donne 
les formules suivantes ; 

rcosv' — z cos6' zcosa' — ,z cosv' 

COS A = 9 CQSa = *— , 

(.) / ^' '' 

^ X COS 6' — vcosa' 
rosv = - " • 

p 
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Si; maintcDaiit on remplace x, r, z par les quantités pro- 
pohionnelles , et respectivement de mêmes signes, cosa, 
cosS, cosy, on aura 

Icos> = sinV (cosê cosy' — C0S7 cosê'}, 
cosfx = sih V (ces 7 cosa' — ces a COS7'), 
cosv = sinV(cosacos6' — ces 6 cosa'), 

V désignant encore l'angle des deux directions. 

Ces formules se rapportent à l'axe du mouvement exé- 
cuté dans le plan des deux directions (a, 6, y), (a , S', y )par 
un rayon vecteur tournant autour de leur point de ren- 
contre, en partant de la première et se rapprochant de la 
seconde. Si l'on faisait une construction analogue en sub- 
stituant chacune des deux directions à l'autre , on aurait 
un mouvement en sens inverse; et, en eflet, les formules 
précédentes des cosinus changeraient évidemment de signe 
sans changer de valeur absolue. 

Si les deux directions données étaient rectangulaires, 
on aurait 

COS^ = COSê COS7' — COS7 cosê', 

(3) I cosft = COÎS7 cosa' — cosa COS7', 

cosv = cosa cosê' — cos6 cosa'. 

Formules pour la transformation des coordonnées. 

Proposons-nous de passer d'un système de coordonnées 
rectangulaires x, y^ z k un système quelconque de coor- 
données obliques x', y, z ayant même origine ; et suppo- 
sons, comme nous le ferons toujours, que la disposition 
des axes soit telle que , si un rayon vecteur se meut autour 
de l'origine dans les trois angles des axes positifs , (*n par- 
lant de l'axe des x, et marchant vers l'axe desj^, puis vers 
celui des z pour revenir à l'axe des x^ les directions des 
axes positifs soient respectivement les axes de ces trois 
mouvements. Soient «, a , a les cosinus des angles que la 
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direction des x positifs lait avec les directions respectives 
des X, > , z positifs^ &, b\ b" les cosinus relatifs à la di- 
rection des y positifs ; et c , c , c* ceux qui se rapportent à 
la direction des 2' positifs. 

Considérons un point quelconque M (fig. 4}? <lont les 
trois coordonnées x', y\ z soient représentées par AP, 
PQ, QM; abaissons MR=x, perpendiculaire sur YZ, et 
joignons RA. Ce polygone fermé étant supposé projeté 
sur AX, donnera, d'après un théorème précédent, 

ax' -H by' 4- c^' — x = o, 

pourvu que les quatre coordonnées x, >', z ^ x soient posi- 
tives. Si l'une quelconque d'entre elles, par exemple j^', 
était négative , le coté du polygone qui doit être pris en 
valeur absolue serait — y \ mais, comme il serait alors 
parcouru dans le sens des j^' n^atifs, le cosinus qui le mul- 
tiplie changerait de signe et serait — £ ; le terme que Ton 
doit écrire est donc toujours hj\ et l'équation est géné- 
rale, en regardant comme n^atives les coordonnées diri- 
gées en sens contraires des axes déterminés par les cosinus 
donnés. 

On trouverait deux autres équations analogues en con- 
sidérant les coordonnées j^ et z. Les équations générales 
de transformation seront donc 

«t l'on aura les conditions nécessaires 

c'-hc'» -hc"» = i; 
s\ les nouveaux axes étaient rectangulaires, on aurait de 
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plus 

(3) I flc-h«V-4-aV' = o, 

( hc -H b'c' -h b"c" = o, 

de sorte qu'on ne peut prendre arbitrairement que trois 
des neuf quantités a^ b^ c^ a\ b\ c, a", h'\ c . 

Les deux systèmes étant rectangulaires, on peut passer 
du second au premier par des formules semblables; de 
sorte que les équations (i), (2), (3) entraînent les sui- 
vantes : 

x' = ax -h a'jr -h «"«, 

(4) \y' =bx-^ b'y -H b"z, 

z' ■= ex -^ c'y 4- c"z\ 

«' -H ^' -h t' = I , 
(5) I a"^'^b"'^c"'— I, 

aa' -hbb' -h ce' =0, 
(6) \ aa" -^bb" -^cc" =0, 

a'a"^b'b"-^c'c" — Q. 

Réciproquement, ces équations entraîneraient les pre- 
mières -, et les deux systèmes (1)5(2), (3) , et (4) , (5) , (6) 
sont p^r conséquent identiques. 

Les quantités abc , ab'c\ a"b"c" satisfont à d'autres rela- 
tions importantes, qui pourraient se déduire des précé- 
dentes , en laissant d'abord une ambiguïté qu'on ne fait 
disparaître qu'avec un peu de peine. Nous allons montrer 
conunent on peut les obtenir d'une manière beaucoup 
plus simple, et sans aucune incertitude sur les signes. 

Nous remarquerons d'abord qu'il y a deux suppositions^ 
à faire sur l'ordre des axes positifs des deux systèmes de 
coordonnées, qui sont désignés par les mêmes lettres. S'ils 
sont dans le même ordre , on pourra faire coïncider les 
directions des x\ j\ z respectivement avec celles des 
^1 y-i ^ positifs. S'ils sont en ordre inverse, lorsque les 
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dirctrtions «ks x et des t serooî amcnr» a ctMDcider arec 
celles des x et des y' positifs, les directiocis des z et des z 
positifs seroDt directement opposées. 

L'axe des x étant perpendiculaire an plan des axes des 
r' et des r . les an^es qu'il (ait avec les trois axes des 
X. r. ^ se détermineront d'après les formules (3) de 
la question précédente, dans lesqndles on sn^iosera 
sin V = 1 : il faudra d'aiUeurs remarquer si les axes des 
x\y\ z sont dans le même ordre que les premiers. Dans 
cette hypothèse. Taxe des x poâtifs est Taxe relatif au 
mouvement d'un rayon Tccteur partant de AV et se rap- 
prochant de AZ: les angles 2. c. y des formules (3) se 
rapportent donc à AT. et st . c . y à AZ*; et ce serait Tin- 
versc si Tordre des trois axes était inverse. 

Si donc on remplace, dans les formules (3;. cosÀ . cos u , 
CO6V. par a. a . a', on aura . dans l'hypothèse d'une dispo- 
sition semblable dans les deux srstèmes d'axes. 

et, dans le cas d'une disposition inverse, 

a=cfb''--b'c\ a'=zbe''-- cb\ a = cb' ^bc', 

équations qui ne différent des premières que par le chan- 
gement de signe des seconds membres. 

En agissant de la même manière pour les axes des y et 
des z\ on aura des équations semblables ; de sorte que les 
neuf quantités aie, ab'cf^ aVc sont liées parles rela- 
tions suivantes , dans le cas où la disposition des deux sys- 
tèmes d'axes est la même : 

Ia = b'c" — t'h% a' = cb'' -- bc\ a " = bc' — cb\ 
b = <fa"--a'c'\ b' = ac"^ca\ b" = ca' --- ac\ 
c =a'b"~-b'a\ c' =zba" — ab\ c" =:ab'—ba'. 

Dans le c;as où la disposition des axes serait invei^se, il fau- 
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^Tids membres de ces neuf 



■u d'être déterminés 

\islo six relations, 

. r\ nous allons faire 

: l'h'l par Euler. 

= ii\ :i\('s aient la même 

.i*\\> \rs déterminerons en 

%<(- Taxe des j: positifs la 

^ 1 : l'angle 6 que forme le 

ii^>i celui des axesAZ, AZ'^ 

:;nr A X' avec AR 5 mais il est 

• ^ j»! reision le sens dans lequel cha- 

. ! an^k' ^ dans le sens du mouvement 

- W . et il pourra varier de o à 2 7r^ mais 

:Su\ directions opposées AR, AR' se rapport 

in- la déterminer, concevons un mouvement 

. . i ; • Il r d<; AZ , qui amène AX en AR et AY en AYj ] 

. Miouvemcnt direct autour de AR qui amène AZ 

i(l»'i' avec AZ', ce qui aura lieu, ou lorsque le sys- 

iiiia tourné de l'angle 0, qu'on supposera toujours 

luoiinlre que tt, ou lorsqu'il aura tourné de 2 7r — d; or il 

n y a f[u*unc des deux directions AR, AR' pour laquelle 

' angle de rotation soit d, et c'est celle-là que nous choi- 

''issons pour la détermination de l'angle ^. 

On voit , d'après cela , qu'on passerait des premiers axes 
aux nouveaux, eu faisant tourner, dans le sens direct, 
le système des premiers d'un angle ij; autour de AZ ; les 
faisant tourner ensuite d'un angle autour de AR, et 
enfin d'un angle f autour de AZ'. Après le premier mou- 
vement, les axes seront dans la position AR, AYj, AZ, et 
noas désignerons par oT] , j^i , ^ les coordonnées comptées 
«ar leurs directions. Après ce second niouvement, ils ont 
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la position AR, AYj, AZ\ et nous désignerons par 
Xx^jt^ z les cooitionnées correspondantes. Enfin, après 
le troisième mouvement, ils coïncideront avec les axes 
AX', AY', AZ' pour lesquels les coordonnées sont x ^y\ z . 

Nous pourrons ainsi passer des premiers axes aux nou- 
veaux au moyen de trois transformations dans lesquelles 
un axe étant immobile, on n'a besoin de faire usage que 
de la transformation des coordonnées dans un plan. 

Or, on sait que , pour passer d'un système de coordon- 
nées rectangulaires ii> p* à un système rectangulaire u , %^' 
scmblablement disposé , c'est-à-dire tel que , quand la di- 
rection des u positifs coïncide avec celle des u positifs, il 
en soit de même des directions des (^ et u positifs, on a les 

deux formules 

« =: u' cosa — v sina, 

c = u' sina -h v' cosa, 

OL désignant l'angle dont il faut faire tourner l'axe des u 
dans le sens de U vers s^ pour qu'il coïncide avec l'axe des u 
positifs. Ces formules varieraient dans les signes si la dis- 
position des axes était inverse. D'après cela , on aura les 
équations suivantes : 

jc=:ar,cosip — y^sm-^j j,=zj2CosÔ — z'sinG, j;,=j/coscp — j^'sinç, 
j=j:, sin-^-HjiCOSTl/, z =:j2sinÔ4-z'cosO, y i-=jc^ ûva^-k-y casff. 

Eliminant les intermédiaires .rt, j^,, y,, on obtient les 
formules cherchées : 

a: = j/ (cos «y cos\|; — sin «p sin ip cos9) 

-f- j' ( — sin (p cosip — sin ip cos<p cos 0) 4- z' sin >|f sin 0, 
(8) {y=^^ (costp sin ip -h sin (p cos^p cos ô) 

-\- y ( — sin çp sin ip -h cos -i^ cos 9 cos 0) — z' cos ^ sîn ^, 
z z=x' sinO sin^ -^ y' ^os<p sinO H- z' cosÔ. 

La comparaison des formules (i) et (8) conduit .aux 
équations suivantes , qui ont la même généralité que celloi 
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d'où on les déduit : 

a = — sin f sin ^p ces H- ces ç ces ^p, 
^ = — sin-l cosç cosô — sincp cos4>y 
c = sînÔ sinip; 

a' = sin ç CCS ip cos 9 -h ces ç sin ^p, 
(g) \ ^'^^ ^®*? cosil* cos 9 — sinç sini];, 

c' = — sin cos ^p ; 

a" = sin ô sin ç, 
6" =r sinô cosf, 
c" = cosO. 

Ces formules pourraient être obtenues directement parla 
trigonométrie sphérique ; mais il faudrait alors une dis- 
cussion assez pénible pour en démontrer rigoureusement 
la généralité. 

Elles entraînent les suivantes, qu'il est bon de no- 
ter : 



a" . c 



(lo) tang(p = p, tang>I; = — ^» 

en différeûtiant les équations (g) par rapport à une va- 
riable quelconque f , on parvient à des formules très-utiles. 
Si l'on pose 

cdb 4- c'db' -h c"db" = pdty adc -H a' de' H- a"dcf' = qdt^ 
bda-h b'da'^b"da" =z rdt; 

d'où résulte, en vertu des équations (3), 

bdc -f- b'd</ -h b"dc" = --pdt, cda -h c'da' -h c'Va"= — qdt^ 
adb -h a'db' 4- «"rf^" :=—rdt, 



on trouve 



p =z cosip -; — h smç smO —- 
'^ ^ dt ^ dt 



(i) \y= — sinip^ — h cosç smô-ji-} 

dfo ^ rfJ; 

r = -— H- cosô --• 
dt dt 



2. 
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Sur le mouvement gëoinétrique d'un système de forme 

invariable. 

Si Ton considère deux positions successives occupées 
par un système déforme invariable, indépendamment des 
Ibrces'qui l'ont sollicité, et du temps qu'il a mis pour pas- 
ser de l'une à l'autre , on voit d'abord qu'il y a une infinité 
de manières de l'amener de la première à la seconde 5 et 
Ton peut se proposer de déterminer les mouvements les 
plus simples ou les plus avantageux, au moyen desquels 
on peut, dans chaque cas , opérer ce passage. 

Or, quelque déplacement qu'ait subi un système, on 
peut l'amener dans sa nouvelle position, en faisant d'a- 
bord mouvoir tous les points suivant des lignes parallèles 
et égales à celle qui joint les deux positions d'un même 
point du système , ou d'un point quelconque qu'on y aura 
lié invariablement; puis, en laissant ce point fixe, et en 
faisant tourner le système autour de lui, jtisqu'à ce que 
deux autres points, non en ligne droite avec ce centre, 
viennent prendre la position qu'ils doivent occuper. 

Examinons maintenant chacun de ces deux mouve- 
ments, de translation et de rotation. 

Il est évident que le point que l'on a considéré pourrait 
parvenir d'une position à l'autre, en décrivant un poly- 
gone quelconque, qui commencerait à l'une et se termine- 
rait à l'autre. D'où il suit que le premier mouvement 
pourra être remplacé par une suite d'autres mouvements 
de translation, représentés en grandeur et en direction 
par les divers côtés de ce polygone, et que, par conséquent, 
les mouvements de ce genre peuvent se composer et se dé- 
composer de la même manière que les forces appliquées à 
un même point. 

Quant au mouvement autour du point fixe, il est facile 
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de reconnaître d'abord qu'il peut être transformé d'une 
ÎDlSuitéde manières, en deux mouvements, autour d'axes 
iixes^ car on amènerait un point quelconque d'une posi- 
tion à une autre, en faisant tourner le système autour 
xi'une droite quelconque passant par le point fixe, et située 
dans le plan mené par ce point , perpendiculairement à la 
droite qui joint les deux positions du point que l'on con- 
sidère, lesquelles sont nécessairement équidistantes du 
centre. Le système ayant maintenant deux de ses points 
dans la position qu'ils doivent occuper, il est certain que 
tous les autres arriveront à la leur, par un mouvement dcï 
rotation autour de la droite qui joint les deux premiers. 
La question est donc réduite à la considération des mou- 
vements de rotation autour d'axes passant par le point 
fiie. Les propositions que nous allons démontrer sont 
extraites de la Théorie nous^elle de la rotation des corps 
de M. Poinsot^ mais, avant d'entrer dans cette exposi- 
tion, nous commencerons par faire une remarque très- 
simple et très-utile. Lorsqu'un corps tourne autour d'un 
axe fixe, d'une quantité angulaire infiniment petite, les 
variations infiniment petites des. coordonnées d'un point 
qoelconqae dépendent des coordonnées de ce point, et 
des aatres données de la question. Pour un point infini-, 
ment voisin, ces variations ne différeront donc des pre- 
mières que de quantités infiniment petites par rapport 
à dles, et l'on peut les substituer les unes aux autres. On 
peut donc, dans la détermination du déplacement infini- 
ment peut d'un corps qui tourne autour d'un axe, suppo- 
ser que le corps, au lieu de partir de la position donnée^ 
parte d'une autre position infiniment voisine ; les varia- 
tions des coordonnées de chacun de ces points , ainsi cal- 
culées, pourront être prises pour celles que Ton cherchait. 
SidoDc on a à faire éprouver successivement à un corfM»* 
«B nombre quelconque de rotations successives infiniment 
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petites, on pourra supposer chacune d'elles effectuée à 
partir de la position primitive du corps , et la somme totale 
des variations des coordonnées de chaque point pourra 
être considérée comme la variation résultante des mouve- 
ments opérés à la suite les uns des autres , et dans un ordre 
quelconque. 

Composition des rotations. 

Soit OA (Jig» 6) la direction d'un axe autour duquel 
un système rigide tourne , d'une quantité angulaire quel- 
conque 2a , le sens de la rotation étant déterminé de la 
manière indiquée précédemment. 

Soit de même OB un second axe autour duquel le sys- 
tème tourne d'une quantité angulaire 2S, quand le pre- 
mier mouvement est accompli. Nous allons démontrer que 
le système arriverait à la même position par une rotation 
unique, autour d^un axe passant par le même point O. 

En effet, menons par OA un plan qui fasse avec le 
plan AOB un angle a , du côté de OB ; et par OB un autre 
plan faisant avec AOB un angle 6, du côté de OA. Il est 
évident qu'après la première des deux rotations l'inter- 
section OD de ces deux plans aura pris la position symé- 
trique par rapport au plan AOB, et qu'après la seconde 
rotation elle aura repris sa première position. Donc le sys- 
tème parviendrait à la seconde position en tournant autour 
de l'axe OD. 

Cette conséquence a lieu , quels que soient les angles 2a, 
26; mais nous examinerons particulièrement le cas où ils 
sont infiniment petits. Dans l'angle trièdre , formé par les 
arêtes OA , OB, OD, les sinus des angles BOD, AOD sont 

entre eux conmie sina : sin S ^ donc la limite de ^ > qui est 

le rapport des vitesses angulaires, en sujq>osant ces angles 
décrits dans un même temps, est égale au rapport des sinus 
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des angles formés avec OB , OA par la limite de la direc- 
tion de Taxe OD, qui se trouve dans le plan OAB lui- 
même. Ainsi, les deux rotations infiniment petites, dont 
le rapport des vitesses angulaires est connu , se composent 
en une seule, autour d'un axe dirigé suivant la diago* 
nale OP du parallélogranune construit sur les lignes 
OM , ON {fig> 7) , proportionnelles à ces vitesses anga* 
laîres, et portées, à partir du point O, sur les axes cor- 
respondants. 

n ne reste plus qu'à connaître le sens et la grandeur de 
la vitesse angulaire du mouvement résultant. Pour cela , 
on choisira un point quelconque I sur Taxe OA autour du- 
quel s'est effectuée la première rotation ; il ne se déplacera 
qu'à la seconde, et il décrira une ligne infiniment petite 
IL perpendiculaire au plan AOB(^g^. 7). Abaissons les 
perpendiculaires IK, IH sur OB, OD. Les angles infini- 
ment petits, dont le point I tourne autour de OB ou de OD, 
pour parvenir à sa position L, sont dus à des mouvements 
de même sens , et en raison inverse de IK et IH, ou de 
si n KOI et sinHOI, ou enfin de OP et ON. Donc la vitesse 
angulaire résultante sera représentée par la diagonale OP, 
puisque la vitesse angulaire autour de OB l'est par ON. De 
plus, d'après ce que nous avons dit, le sens de la rotation 
autour de OD est de gauche à droite, comme autour de OB. 
Donc enfin , si Von prend sur la ffirection de deux axeSy 
à partir de leur point de concours, des grandeurs qui 
représentent les vàesses angulaires des rotations suC" 
cessis^es autour de ces deux axes y la diagonale du pa- 
rallélogramme construit sur ces deux lignes représentera 
la direction de Vaxe • €le la rotation résultante, et la 
grandeur de sa vitesse angulaire. 

On conclut de là que la composition et la décomposi- 
tion des ' rotations autour d'axes passant par un même 
point s'effectuent de la même manière que celles des 
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forces dirigées suiv^ant ces axes, et représentées en 
grandeur par les vitesses angulaires correspondantes. 

Soient A et B les projections de deux axes parallèles 
dont les directions sont dans le même sens, par exem- 
ple au-dessus du plan perpendiculaire sur lequel ils sont* 
projetés. Soient encore aa, 26 les angles dont le sys- 
tème tourne successivement autour de A et B. Soit AC 
(Jig. 8) la trace d'un plan passant par Taxe A et faisant 
avec AB l'angle CAB = a du côté de B ; et soit de même 
BC faisant l'angle CBA = 6 du côté de A. La parallèle 
aux axes , menée par le point C , reviendra à sa première 
position après le& deux rotations, effectuées dans l'ordre 
indiqué. Le déplacement proposé serait donc produit par 
une rotation autour de cette droite. 

Lorsque les angles aj 6 sont infiniment petits , le point 
C est sur la droite AB, eu un point C qui la partage 
en raison inverse de& angles âc, €t, ou des vitesses angu- 
laires.. 

De plus, lorsque la rotation est effectuée autour de A, 
et qu'elle s'effectue ensuite autour de B, le point A étant 
situé du même côté de C et B, et la rotation autour de G 
devant l'amener au même point, il en résulte qu elle est 
dans le mênie sens que les deux autres .> Il ne reste plus 
qu'à connaître la vitesse de la rotation résultante. Soit AD 
la ligne infiniment petite que décrit le point A autour 
de B , il décrira la même ligne autour de C, et les vitesses 
angulaires seront en raison inverse de AB et de AC 
Donc , si les vitesses angulaires autour de A et B sont repré- 
sentées respectivement par BC et AC, la vitesse angulaire 
résultante le sera par AB. 

I^a loi de composition de deux rotations de même sens 
autour d'axes parallèles est donc identique avec celle de 
la composition des forces parallèles de même sens. On 
trouvera^it la même identité dans le cas de rotations de 
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seDS contraires, soit en le déduisant du précédent, comme 
dans la composition des forces, soit en le traitant direc- 
tement. 

Si les deux rotations étaient égales et de sens con- 
traires, on aurait ce que M. Poinsot appelle un couple 
de i^tations. L'effet de ces deux rotations est de trans- 
porter le système parallèlement à Taxe de ce couple. En 
effet , soit M {fig» 9) un point quelconque du système , 
il se mouvra dans un plan perpendiculaire aux axes^ et si 
pour chacune des rotations il décrit les lignes infiniment 
petites MC, MD, respectivement perpendiculaires aux 
droites MA , MB et proportionnelles à leurs longueurs , 
il parviendra à l'extrémité N de la diagonale du parallé- 
logramme construit sur MC, MD. Or, les triangles MCN, 
AM6 sont semblables comme ayant un angle égal com- 
pris entre côtés proportionnels , d'où il suit que MN est 
perpendiculaire à AB. L'effet d'un couple de rotations est 
donc un mouvement de translation dans le sens de l'axe 
de ce couple. Pour connaître l'espace parcouru, il suffit 
déconsidérer un point quelconque, A par exemple, et il 
est facile de voir qu'il se déplace d'une quantité égale à la 
distance AB, multipliée par l'angle de rotation. 

Et comme nous avons vu que les mouvements de trans- 
lation se composent connue les forces appliquées à mx 
même point, il s'ensuit que les couples de rotations se 
composeront de la même manière *, et si l'on porte sur 
l'axe de chacun d'eux une longueur égale à l'angle de 
rotation multiplié par le bras de levier de ce couple , c'est- 
à-dire par la distance des deux axes de rotation , ces lon-^ 
gaeurs composées comme des forces, à partir du même 
point, donneront en grandeur et en direction le mou ve- 
ulent de translation résultant. 

On remarquera qu'une rotation autour d'un axe A 
pourra toujours être remplacée par une rotation iden- 
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tiqn^e. autoui* d*uii axe B parallèle aa premier, plus un 
couple de rotations dont le bras de levier sera AB; car il 
suffit pour cela d'introduire dcfux rotations autour de 
l'axe B qui soient égales à la première et de sois opposes, 
ce qui ne change nen an d^laoement. 

Quelles que soient les rotations et translations infini- 
ment petites opérées sur un système, dles peuvent se ré- 
duire a une rotation autour d*un axe passant par un point 
arbitraire, et une translation dépendante de ce point. 

En effets toute rotation autour d^un axe peut être chan- 
gée en une rotation identic[ue autour d'un axe parallèle 
quelconque, plus une translation , ou un couple de rota- 
tions , dépendant de la position du nouvel axe. Toutes les 
rotations composées donneront la même rotation résul- 
tante autour d'im axe de direction constante, quel que soit 
Je point où l'on ait transporté tous les axes. Mais les mou- 
vements de translation ou couples de rotations donnés , 
composés avec ceux qu'on a introduits, donneront ua 
couple résultant, ou une translation , variable de grandeur 
et de direction. 

On démontrerait, comme M. Poinsot l'a fait pour le» 
couples de forces, que le point dont il s'agit peut être? 
choisi de manière que l'axe de ce couple soit parallèle à 
Taxe de la roUtion résultante. D'où il suit que tout dé- 
placement infiniment petit du système peut être produit 
par un mouvement semblable à celui d'une vis dans soi» 
écrou , mouvement qui peut se réduire, dans certains cas, 
h une rotation ou à une translation seulement. 
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STATIQUE. 



1. On dit qu'un point est en repos lorsquMl occupe 
constamment la même position dans Tespace ; et cp^il est 
en mouvement lorsque cette position change d'une ma- 
nière continue. Nous ne pouvons par aucun moyen x^^ 
omnaitre si un point est en repos ou en mouvement , parce 
que nous ne connaissons pas d'objets fixes auxquels nous 
poissions rapporter sa position : seulement nous pouvons 
affirmer que si la position relative de plusieurs points 
n'est pas restée la même , il y en a un certain nombre 
■ dont la position absolue a changé. 

Lorsqu'un grand nombre d'objets conservent la mémd 
position relative, on est porté à les juger eii itîpos^ et si 
l'un d'eux se déplace par rapport au système, c'est à lui 
quon attribue le mouvement. C'est ainsi que Ton a cru 
pendant si longtemps la terre inunobile dans l'espace. Une 
étude approfondie des phénomènes peut modifier cette- 
première impression 5 mais on ne peut jamais avoir de 
certitude à cet égard, et les principes sur le mouvement 
absolu, auxquels on est conduit par l'observation des mou-- 
vements relatifs, ne sont que des inductions qui peuvent 
avoir une grande probabilité , mais qui ont toujours be- 
soin d'être vérifiées par l'accord entre les conséquences 
logiques auxquelles elles conduisent et les phénomènes 
observés directement. 

Le principe le plus simple auquel on parvient de cette 
manière consiste en ce qu'un point qui est en repos ab- 
solu y resterait indéfiniment s'il ne survenait certaines 
causes en dehors de lui qui le missent en mouvement. Ces 
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causes se iiomnienl desjorcesy et la direction d'une force 
est celle de la ligne suivant laquelle le point se mouvrait 
en vertu de son action , s'il était entièrement libre. 

On dit que des forces sont égales lorsque , appliquées en 
sens contraires à un même point libre et en repos, elles 
ne lui font prendre aucun mouvement. La notion de réa- 
lité conduit à celle du rapport quelconque, en entendant 
par sonune de plusieurs forces la force qui peut ren^la- 
cer rensemble des premières sollicitant le même point 
dans la même direction. Les forces, pouvant ainsi être 
évaluées en nombres , peuvent aussi être représentées par 
des longueurs; et il sera conunode de prendre ces lon- 
gueurs sur la direction suivant laquelle elles agissent, et 
à partir du point auquel elles sont appliquées. 

L'expérience montre que la même force ne produit pas 
toujours un mouvement identique quand elle est appli- 
quée à des corps dillerents. Ce fait donne lieu à une no- 
tion nouvelle ^ui est celle de niasse. 

On dit que deux corps d'espèce quelconque ont même 
niasse lorsque des forces égales produisent des mouve- 
ments identiques sur ces corps libres et partant du repos. 
Si on lie ensemble deux corps , on en forme un nouveau 
dont la masse est dite la somme des masses des deux autres. 
L'idée de masses égales conduit à celles de masses dans uu 
rapport quelconque \ et les masses de tous les corps peu- 
vent être représentées par des nombres, si on les rapporte 
à celle d'un volume connu d'une matière déterminée. 

La densité d'un corps homogène est la masse renfermée 
sous l'unité de volume ; elle est , par conséquent , le rap- 
port de la masse renfermée sous un volume quelconque à 
ce volume. 

Lorsqu'un corps n'est pas homogène , la densité en un 
quelconque de ses points est la densité moyenne d'une por- 
tion infiniment petite du corps dans laquelle se trouve ce 
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point; ou, en d'autres termes, la limite du rapport de la 
masse renfermée dans cette portion à son volume , quand 
il tend vers la limite zéro. 

Lorsque des forces sont appliquées à un système de 
points, ayant entre eux des liaisons quelconques, il est 
possible qu'elles produisent un mouvement , comme il est 
possible aussi qu'elles s'entre-détruisent*, et que le système 
reste en repos; dans ce dernier cas, on dit que ces forces 
sont en équilibre. 

L'ensemble des lois de l'équilibre forme ce que l'on 
appeUe la statique^ les lois du mouvement forment ce que 
l'on appelle la dynatmque, et la réunion de ces deux 
branches constitue la science à laquelle on a donné le nom 
de mécanique^ 

2. Lorsqu'un système de points est en équilibre, on 
ne détruit pas cet état en fixant un ou plusieurs de ces 
points, ou en établissant entre eux des liaisons nouvelles. 
On peut encore , sans rompre l'équilibre , introduire de 
nouvelles forces telles qu'elles se détruiraient si elles agis- 
saient seules sur le système de points donné. 

"On peut aussi , sans troubler l'équilibre, supprimer des 
forces qui se détruisent effectivement par les efforts 
qu'elles exercent sur ce système. Et il faut bien remar- 
quer qu'il ne suffirait pas qu'elles fussent en équilibre 
dans le cas où elles agiraient seules sur le système ; si elles 
ne produisent pas réellement les efforts qu'elles produi- 
raient si elles étaient seules, elles ne se détruisent pas en- 
tre elles , et dès lors on ne saurait affirmer que l'équilibre 
ne sera pas rompu si on les supprime. 

Enfin on peut, sans détruire l'équilibre , supprimer un 
groupe de forces telles que des forces respectivement éga- 
les et appliquées aux mêmes points en sens contraire se- 
raient en équilibre si elles existaient seules sur le.système. 
En effet, on ne dérange pas l'équilibre primitif en intro- 
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(luisant ces dernières forces ; mais chacune d'elles détrui- 
sant la force égale et contraire appliquée au même point, 
on peut les supprimer Tune et l'autre en chaque point 
sans déranger r équilibre, et il ne reste plus que les forces 
primitives , moins le groupe en question. 

Ces principes , bien simples , sont d'une grande utilité, 
à cause des transformations sans nombre qu'ils permet- 
tent de faire. 

3. Lorsqu'une force P est af^liquée à un point libre A , 
on peut , sans changer son effet , quel qu'il soit, l'appliquer 
â tout autre point B de sa direction , pourvu que ce point 
soit lié invariablement au premier. Si le point B est situé 
par rapport à Â du côté où s'exerce l'action de la force P, 
il suffît que la distance AB ne puisse augmenter; ce qui 
sera le cas, par exemple, où ces deux points seraient liés 
par un corps extrêmement délié , éminemment flexible et 
inextensible. Nous donnerons dorénavant le nom A&Jil à 
un pareil corps , et nous le considérerons comme n'ayant 
de dimension que dans le sens de la longueur. Si le point 
B était de l'autre côté de A , il suffirait que la distance AB 
ne put diminuer, comme cela arriverait si le point B était 
posé contre un obstacle inflexible lié invariablement au 
point A. 

Pour le démontrer, dans le premier de ces deux cas, 
appliquons aux extrémités de la droite inextensible AB 
(Jig* lo) deux forces égales à P, et agissant suivant la 
droite AB dans les directions AP', BP''; elles se détruiront 
évidemment , à cause de la symétrie dans les deux sens, et 
le système ne sera pas changé. Mais les deux forces égales 
P,P', appliquées au même point en sens contraii'es, se 
détruisent, et il ne reste plus que la force P'', qui n'est 
autre que la force P transportée au point B de sa direc- 
tion. On raisonnerait d'une manière analogue si le point B 
^tait situé de l'autre côté du point A. 
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Mais il est imporUnt de remarquer que la force ne 
saurait être transportée parallèlement à elle-même en un 
point qui ne serait pas sur sa première direction , et plus 
généralement qu'une force ne peut être remplacée, sur un 
système libre, par une autre qui n'agirait pas suivant la 
même ligne droite. 

Pour cela- on observera d'abord que deux forces qui ne 
sont pas directement opposées ne peuvent jamais se dé- 
truire, sur un système de points entièrement libre. En 
effet , si elles étaient en équilibre , elles y seraient encore 
lorsque l'on fixerait le point d'application de l'une d'elles, 
ce qui détruirait son action. Il ne resterait donc plus 
qu'une seule force dont la direction ne passerait pas par 
le point fixe autour duquel le système peut tourner : or, 
nous admettons comme une des données premières de 
l'expérience , que , dans ce cas , la force le mettra en mou- 
vement. D'où il résulte que les deux forces en question 
n'étaient pas en équilibre. 

Cela posé, soient A {fig* ii) le point auquel est ap- 
pliquée une force P, et B un point lié invariablement au 
premier. L'effet de la force P ne sera pas changé , si nous 
appliquons en B deux forces P, P' égales, parallèles à une 
certaine direction quelconque et de sens contraire. Or, 
pour que le système se réduisît à la force P", il faudrait 
que P et P' se détruisissent, ce que nous venons de démon- 
trer impossible. Donc la force P ne peut être remplacée 
par aucune force appliquée en un point situé hors de sa 
direction primitive. Et, par conséquent, toutes les fois 
qu'on pourra prouver qu'une force, agissant sur un sys- 
tème libre, peut, sans changer d'effet, être remplacée par 
une autre , appliquée en un certain point, on en conclura 
nécessairement que sa direction passait par ce point. 
Il est facile de reconnaître, en outre, que cette nou- 
velle force doit être égale à la première ; car il a été démon- 
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sur le système , puisque les points Â et B peuvent se rap- 
procher. 

Donc enfin, on ne pouvait affirmer qu'en supprimant 
les forces P et Q' on ne détruisait pas l'équilibre ^ et nous 
avons vu qu'effectivement il se trouverait détruit par cette 
suppression. 

5. Considérons un système de points liés entre eux 
invariablement, et entièrement libre dans l'espace; si des 
forces appliquées à ce système sont telles qu'il y aurait équi- 
libre en introduisant une nouvelle force P, l'ensemble des 
premières pouvait être remplacé par une seule force égale 
et directement opposée à P. En effet, on ne changera pas 
l'effet des premières forces en introduisant la force P con- 
jointement avec une autre égale et opposée. Or, par hypo- 
thèse,? détruit l'ensemble dos premières; donc il ne reste 
que la force égale et opposée à P. Cette force unique , qui 
peut en remplacer plusieurs autres, s'appelle leur résul- 
tante , et les premières s'appellent ses composantes : on 
voit que la recherche de la résultante rentre dans le pro- 
blème de l'équilibre. 

Lors€[ue plusieurs forces sont appliquées à un même 
point, et qu'elles ne sont pas en équilibre, elles ont tou- 
jours une résultante; car le point tend, par leur action, 
k se mouvoir dans une certaine direction déterminée, et, 
si l'on appliquait en sens contraire une forte d'une in- 
tensité convenable , on empêcherait évidemment le mou- 
vement de se produire, et l'équilibre aurait lieu. Donc, 
d'après ce que nous venons de dire, les forces proposées 
avaient une résultante. 

6. Lorsqu'un point est sollicité par trois forces en 
équilibre, et qui agissent sur lui , par exemple, par l'inter- 
médiaire de fils flexibles, on ne voit aucune raison pour 
que l'une quelconque d'entre elles soit d'un côté du plan 
des deux autres plutôt que du côté opposé ; et l'expérience 

i'* année, 3 
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moiilre, en efl'ct, que les directions de ces trois forces, qui 
sont celles des fils eux-mêmes , sont toujours dans un même 
plan. On peut reconnaître de plus qu'elle est dirigée dans 
rintérieur de Tangle formé par les directions des deux 
forc(*s, ce qui revient à dire que le point sollicité par ces 
forces se mouvrait dans Tintérieur de cet angle. En effet, 
si le point n'était sollicité que par Tune des forces, il se 
mouvrait dans sa direction même; mais l'autre force ten- 
dant à l'écarter de celte ligne, il devra se mouvoir du 
côté où est située cette seconde force. En raisonnant de la 
même manière, en sens inverse, on voit que le point ne 
peut se mouvoir que dans la partie du plan qui se trouve 
comprise entre les directions des deux forces. Donc la 
force unique qui remplacerait ces dernières a sa direction 
dans l'angle qu'elles forment entre elles. On peut ajouter 
que l'expérience confirme cette induction en montrant 
que quand trois forces appliquées à un point libre se dé- 
truisent, l'une quelconque d'entre elle» a son prolonge- 
ment dans l'angle des deux autres. 

On tire de là cette conséquence, que la résultante de 
deux forces, appliquées à un même point, est toujours 
comprise dans le plan et dans l'angle de ces forces. 

Dans le cas où les deux forces sont égales , la direction 
de leur résultante ne peut être que celle de la droite qui 
divise leur angle en deux parties égales; et c'est aussi ce 
que donne l'expérience. 

7. Lorsque deux forces égales sont appliquées à un 
même point, elles peuvent être transportées parallèlement 
à elles-mêmes en un point quelconque de la bissectrice de 
leur angle, pourvu qu'il soit lié invariablement au pre- 
mier. Car ces forces peuvent être remplacées par une seule, 
dirigée suivant cette bissectrice, et qui peut être appliquée 
en un quelconque de ses points : or, en ce point , elle peut 
être décomposée comme au premier point d'application. 
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et] on aura ainsi deux forces écales et parallcles aux pre- 
mières, appliquées en un point qnelconqoede la biscctrirc. 

Bésullante de deux fofves quelconque appliquées à un 

méme/)oinL 

8. Nous considérerons d'abord deux forces coramen* 
snrables. Soient P, Q {J^g- i3) ces forces* A leur pcHnl 
d'application ; AM, AN des longueurs praporti^mnellcs i 
ces forces; m, n deux nombres entiers, tels que Ton ait 
P:Q::m:/i:: AM:A>': partageons les longueurs AM, 
AN en parties ^ales AB, BC. AH,. . . dont les nombres 
soient Fespectivement m, ni ces diverses parties représen* 
teront des forces., dans lesquelles on pourra décomposer les 
premières. Menons par les points R, C, . . • des paralMes 
à A]V, et par les points H , K , . . . des parallèles a AM; ces 
droites partageront le parallélogramme AMIX en lo* 
sanges égaux. Cela posé, les deux forces égales AB, AH 
peuvent être transportées parallèleoient à elles-mêmes an 
point D de la bissectrice de leur angle ; elles seront alors 
dirigées suivant les deux côtés BD, HD qui les représente- 
ront aussi en longueur. En agissant de la même manière 
sur les deux forces BD, BC, on les transportera sur DE, 
CE; et, en continuant ainsi , la force AH sera transportée 
enMF, et AM en HF. De même, les forces HK, HF pourront 
^tre transportées en FG, KG, et ainsi de suite; de sorte 
que les deux forces AM , AN seront transportées en NI , 
Ml, sans que leur effet soit changé. Or, elles donneraient 
en I une résultante égale et parallèle à celle qu'elles don- 
naient en A : donc , d'après ce que nous avons démontré 
précëdemnient , le point I appartient à la direction de 
cette dernière. 

Il suit de là que la résultante de deux forces comment- 
surables est dirigée suii^ant la diagonale du parallélo- 

3. 
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gramme construit sur les lignes qui représentent ces 
forces en grandeur et en direction. 

On peut passer de là au cas des forces incommensura- 
bles par la considération des limites. On peut encore em- 
ployer la réduction à l'absurde, comme il suit. 

Si la diagonale AI {fig- 1 4) n'est pas la direction de la 
résultante des forces incommensurables AM, AN, soit AH 
cette direction. Par le point H, où elle rencontre l'un des 
deux côtés du parallélogramme, menons la parallèle HK à 
l'autre côté; nous pourrons prendre entre M et K un point 
B, tel que AB soit commensurable avec AN, et alors la 
diagonale AC du parallélogramme NABC donnera la di- 
rection de la résultante des forces AN, AB. Il faudrait 
donc qu'en la composant avec la force représentée par BM, 
et qu'on peut supposer appliquée au point A, on trouvât la 
résultante des deux forces données, qui est dirigée sui- 
vant AH par hypothèse; ce qui est absurde, puisque cette 
direction n'est pas comprise dans l'angle CAM des deux 
forces composantes. 

Donc, quel que soit le rapport des forces, leur résul- 
tante est dirigée suivant la diagonale du parallélogramme 
construit sur les droites qui les représentent. 

9. Il reste encore à déterminer l'intensité de la résul- 
tante des deux forces P,Q. Pour cela nous observerons que 
si nous appliquons suivant la direction AX {fig* i5)oppo- 
sée à celle de la diagonale AI, une force R égale à la ré- 
sultante, il y aura équilibre entre les trois forces P, Q, R. 
La force Q , par exemple, sera donc égale et opposée à la 
résultante des deux autres P, R; et par conséquent, si 
par le point P nous menons une parallèle à AX, qui 
coupe en B le prolongement de AQ , et que, par le point B, 
nous menions BC parallèle à AP, la longueur AC repré- 
sentera la force R; car tonte autre grandeur, conjointe- 
ment avec AP^ donnerait un parallélogramme dont la dia- 
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gonale serait diiTérente de AB. Mais AC = BP = AI ; 
donc la résultante des deux forces P et Q est égale à AI ; 
et, par conséquent , la diagonale du parallélogramme 
construit sur les deux forces représente, en grandeur et 
en direction , la insultante de ces forces. 

Les deux forces P, Q, et leur résultante R^ sont donc les 
trois côtés d^un triangle dont les angles sont respective- 
ment ceux que la direction de la résultante forme avec 
celle des deux autres , et le supplément de l'angle que for- 
ment entre elles ces deux dernières. Chaque force peut 
doue être représentée par le sinus de l'angle des deux au- 
tres*, ce qui s'exprimera ainsi : 

P : Q : R :: sinQR : sinPR : sin PQ ; 

on a, de plus, 

R* = P' H- Q' -+- aPQ cosPQ. 

SiFangle PQ est droit, ces relations deviennent 

P = R cosPR, Q = R cosQR , R' =r P' -h Q^ 

Toutes les questions que Ton peut se proposer sur la 
composition de deux forces appliquées à un même point, 
ou sur la décomposition d'une force en deux autres, sont 
donc ramenées à la construction ou à la résolution d'un 
triangle; et il serait superflu d'entrer dans plus de détails 
à cet ^ard« 

Composition et équilibre de forces en nombre quel- 
conque appliquées à un point libre. 

10. La résultante de deux forces appliquées à un même 
point étant représentée en grandeur et en direction parla 
diagonale du parallélogramme construit sur les droites qui 
représentent ces forces en grandeur et en direction , il s'en- 
suit que pour avoir la résultante d'un nombre quelconque 
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de forces P, P, P*, etc. , appliquées à un point A , et re- 
présentées par les droites AP, AP" j AP* y etc. , on poorpa 
composer d'abord les deux forces P et P* , puis leur résul- 
tante avec P* , cette nouvelle résultante a%*eG P* , et ainsi 
de suite, jusqu'à la dernière force. D^où il suit que si Ton 
construit un polygone APBCD {fig- 16), dont les côtés 
soient ^aux et parallèles aux droites AP , AP', etc. , et que 
Ton j<Hgne le point A au dernier sommet D, la ligne AD re- 
présentera , en grandeur et en direction , la résultante de 
toutes les forces. 

On conclut de là que la condition nécessaire et suffisante 
pour que les forces appliquées à un point libre soient en 
équilibre , consiste en ce que le point extrême D se con- 
fonde avec le point A; c'est-à-dire que le polygone APB, . . .,D 
soit fermé. Lorsque les forces sont au nombre de trois , et 
que leurs directions ne sont pas dans un même plan , il est 
facile de voir que la construction indiquée donne, pour 
la grandeur et la direction de la résultante, celles de 
la diagonale du parallélîpîpède construit sur ces trois 
forces. 

1 1 . Les polygones fermés , plans ou gauches , jouissent 
de cette propriété , que si on les parcourt entièrement dans 
l'un ou l'autre sens , la sonune des produits de chaque côté 
par le cosinus de l'angle que fait la direction suivant la- 
quelle il est parcouru , avec une direction lixe , est égale à 
zéro. 

Donc, lorsqu'un système de forces appliquées à un point 
libre est en équilibre , la somme des produits de ces forces 
par les cosinus des angles formés par leurs directions avec 
une même direction quelconque est nulle. Réciproque- 
ment, si cette propriété avait lieu relativement à une di- 
rection quelconque, le polygone serait nécessairement 
fermé-, et, par conséquent , il y aurait équilibre. Mais il 
^t facile de voir qu'il suffit pour cela qu'elle ait lieu pour 
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trois directions partant d'un même |>oint el non comprises 
dans un même plan; car, si le polygone n'était pas fermé, 
la somme dont il s'agit ne pourrait être nulle que pour 
les directions perpendiculaires à la droite qui joindrait les 
deux sommets extrêmes -, or, cette droite ne peut pas être 
perpendiculaire à trois directions partant d'un même 
point, et non comprises dans un même plan. Donc , si la 
somme est nulle pour ces trois directions, le polygone est 
fermé , et il y a équilibre. On peut donc énoncer la propo- 
sition suivante : 

Pour que des forces appliquées à un point libre se dé- 
truisent, il est nécessaire et suffisant que les sommes des 
projections de ces forces sur trois directions non corn- 
prises dans un même plan y soient séparément égales à 
zéro. 

Il est clair , d'après ce qui précède , que dans cet énoncé 
nous regardons comme positives les projections des forces 
qui font lui angle aigu avec la direction fixe, et comme né- 
gatives, celles des forces qui font un angle obtus. Le plus 
ordinairement, on prend ces trois directions perpendicu- 
laires entre elles. Si donc on désigne par a , 6 , y les angles 
formés par la direction d'une force quelconque P , avec les 
directions des axes positifs X , Y , Z , et que l'on désigne par 
le signe Z la somme des termes semblables relatifs à toutes 
les forces, les conditions de l'équilibre seront exprimées 
par les équations 

2PcOSa = 0, 2Pc0S6=:O, S P CCS 7=0. 

12. Si les forces ne sont pas en équilibre, désignons 
par R leur résultante , et par a , è , c les angles formés par 
sa direction avec les axes : il y aura équilibre en introdui- 
sant dans le système une force égale à R et directement 
opposée, c'est-à-dire faisant avec les axes les angles 
îr — a, TT — b^ TT — c, dont les cosinus sont égaux et de si- 
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gnes contraires à ceux de a , & , c -, on aura donc 

1 P cos a — Rcos a =zQ^ S P cos 6 — R cos 6 = 09 
1 P cos 7 — R cos c= Oy 
ou 

Rcosff = IP cos 2, Rcos à = 2 P cos 6, Rcosc = 2Pcos7. 

Ces équations sobtiendraîent immédiatement par la con- 
sidération du polygone APBDA , qui montre que la projec- 
tion de la résultante sur une direction quelconque est 
^ale à la somme algébrique des projections des compo- 
santes. Elles déterminent la direction et la grandeur de la 
résultante. Si Ton fait , pour abr^er , 

2Pcosa = X, 2Pcos6=Y, lPcos7 = Z, 

en trouvera R = y^X'+Y'+Z* . 

X Y Z 

COSfl=r— , COS^=— -5 cosr=r— -. 

R R R 

13. L^expressicm de la résultante peut être rendue in- 
dépendante de la direction des axes. En eilet , si on forme les 
carrés de X,Y,Z, en observant quecos"a+cos'c-h-cos'y= i , 
et que pour les directions de deux forces P et P' faisant 

entre elles un angle désigné par PP', on a 

cos 3t cos a' -f- cos o cos 6 ' -+- cos 7 cos 7' = cos P P % 
on obtiendra 

R'=lP'-h2SPP cosPP'. 

H. On peut obtenir ces résultats par des considérations 
diiférentes. Si, suivant la r^le du parallélîpipède des 
forces, on décompose chacune des forces P ^ P', etc. , sui- 
vant les trois axes rectangulaires , k*s composantes^ de la 
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force quelconque P seront P cos a , Peos S , Pcos y, et Ton 
remarquera que , d'après les signes des cosinus , ces com- 
posantes seront positives quand elles agiront dans le sens 
des axes positifs , et négatives quand elles agiront en sens 
contraire. Donc, si Ton fait la somme algébrique des com- 
posantes qui sont dans le même axe , on aura la grandeur 
et le signe de la force à laquelle elles se réduisent. Ainsi 
toutes les foitîes seront remplacées par trois autres , agis- 
sant suivant les axes , et ayant pour valeurs respectives 

ï Pcos a, 2 P cos 6, 2 Pcos y. 

Or il ne pourrait y avoir équilibre si elles n'étaient pas 
nulles séparément, car elles se composeraient en une seule 
qui ne serait pas nulle; les conditions nécessaires et en 
même temps suilQsantes pour l'équilibre sont donc 

2Pcosa = o, 2Pcos6 = o, 2Pcos7 = o: 

S'il n'y a pas équilibre, ces trois forces donneront pour 
résultante du système , la diagonale du parallélipipède dont 
elles seront les arêtes. D'où Ton conclura encore, en posant 

2Pcosa = X, 2Pcosi5^Y, 2PcoS7 = Z, 

R =r V'X» -h Y' -h Z% 
et 

X , Y Z 

COSfl = — 9 COSO=z—-f COSC'=:~- 

R R R 

15. Si les trois directions, choisies pour la décomposi- 
tion des forces, ne sont pas rectangulaires, il sera tou- 
jours nécessaire et sufQsant que les sommes algébriques 
des composantes soient nulles suivant chaque axe, en af- 
fectant de signes contraires celles qui sont en sens opposé. 
Les trois équations de l'équilibre n'ont pas la même forme, 
parce que les parallélipipèdcs soiit obliques; mais elles. 
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conslilueiil uii syslcme équivalent à celui que doiiue- 
raient trois axes rectangulaires, puisque l'un et Fautru 
système sont nécessaires et suffisants pour réauilibre. D'ail- 
leurs le calcul montrerait que chacun de ces systèmes en- 
traîne l'autre , et que, par conséquent, ils sont équiva- 
lents ^ mais cette vérification étant inutile, et le calcul mi 
peu long, nous nous dispenserons de le rapporter ici. 

16. Nous appellerons quelquefois force estimée sui- 
vant une dù'cction, la projection de cette force sur cette 
direction; c'est la composante déterminée que l'on trouve 
en décomposant la force en d'autres, dont Tune soit dans 
cette direction et les autres dans le plan perpendiculaire. 
Ainsi, dans les formules précédentes, Pcosa,PcosS, 
P cos y sont respectivement les valeurs de la force P esti- 
mée suivant les axes des x, Avs y et des z. 

Equilibre (fini point assujetti à rester sur une surface 

ou xme courbe fixe. 

17. Si un points situé sur une surface qu'il ne peut quit- 
ter, est sollicité par une force normale à cette surface, il 
restera en équilibre; car toutes les directions suivant les- 
quelles il pourrait se mouvoir étant semblablement placées 
par rapport à la force , il n'y a aucune raison pour qu'il 
prenne lune plutôt que l'autre, et, par conséquent, il 
ni^n prendra aucune : ce principe est confirmé par toutes 
les expériences. Mais si le point est sollicité par une force 
oblique, on peut la décomposer en deux autres, dont 
l'une soit normale et l'autre dans le plan tangent ; la pre- 
mière est détruite par la résistance de la surface, mais rien 
ne s'oppose à ce que la seconde mette le point en mouve- 
ment, si l'on suppose qu'il puisse se mouvoir librement 
sur la surface dans toutes les directions. C'est ce qui n'au- 
rait pas nécessairement lieu s'il y avait ce que l'on appelle 
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un frottement; mais nous eu faisons abstraction pour le 
moment , et nous supposons tous les mouvements entière- 
ment libres sur la surface. 

Une surface ne pouvant détruire que les forces qui lui 
sont normales, produit toujours le même effet qu'une 
force égale à la somme de celles qu'elle détruit et agissant 
dans la direction normale opposée. Il en est de même de 
la résistance d'une courbe sur laquelle un point peut se 
mouvoir librement. Elle détruit les forces dont la direc- 
tion est comprise dans le plan normal mené au point d'ap- 
plication ^ et n'en détruit aucune autre. Sa résistance 
pourrait donc toujours être remplacée par une force nor- 
male, égale et contraire à la résultante de celles qu'elle 
détruit. 

18. Cela posé, soit F(a:, r? z)=zo Téquation d'une 
surface sur laquelle doit rester un point sollicité par des 
forces quelconques, P, P',...; il n'est plus nécessaire pour 
son équilibre, que ces forces se détruisent*, il suffit que 
leur résultante soit normale à la surface, et, par consé- 
quent, que les cosinus des angles formés avec les axes par 
la direction de la résultante soient proportionnels à ceux 
qui se rapportent à la normale. Or les premiers sont 
entre eux comme les quantités désignées précédemment 
par X, Y, Z. Les autres sont entre eux comme les déri- 

. „ dF flF d¥ 
vees partielles -7- 9 -r-' t— 
"^ ax dy dz 

Les conditions d'équilibre sont donc exprimées par les 

équations 



/rAF\ /^\ /^\ 
\dx) \dy) \d^.) 



Si ces équations n'étaient pas satisfaites, il n'y aurait pas 
équilibre; si l'on voulait savoir en quel point de la sur- 
face les forces proposées seraient détruites, il faudrait 
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(.'Oiislilucjil un svslriiic é(aii\altMil ;i •• ■ 
raii^il trois a\i\s rcc langui a irrs, piii-^- 
système sont néccssaircsiîlsufiisanls poi » ï i» ■■"• 
l(îUJ\slo calcul monirerail ([U(î rhaciii» «' • •'- 
traiac Taulrcî, et que, par eonsécpie»* "'- ■ 
lents ^ niaiscdte \éiiiieation étant in i*''î" ' 
peu long, nous nous dispenserons <!•* *• ' .'*•*•■ 

1(). iSons appellerons (|uel(ph lo 
i^anf une (lircction , la projeelion 'i * ••*** " '•■ 
direction; (! (\sl la composante dél'Mn • . i. ;•' ■ ■ 
en décomposant la force (ni d'anii ^ *•»'' ''• * '■ ■ '^ 
ccîtle direction cl les autres dans le » ■•' - «-"''f '' " '*-'^^ " 

Ainsi, dans les formules pj'<*(t«t: i h<,miut:-. :.r .le l^i 

P cos y sont l'cspc^ctivemenl le- 

mee suivanl l(\s axes des .r, des ^ • ■ *• ■ i * 

lUjHdibrc d un j)()uil (issujrlii i ■ ;.: c», 

ou une rour- 

<»; il.i\ (h • dz élan' 
17. Si un point, situé sur uni ;.u J-» points de la courba-» 
1er, est sollicité par une forre , ,.i.ii. i, nd an t(M[ueI conque - 
restera en équilibre; car louti - n. jîi-il.iitc pour le point 
quell(îs il pourrait se mou voii '\.ii:i iri-. On déterminerait 
j)ar rapport «à la foi'cti , il j» . ... ; dvMiuées seraient de- 
pi'cnni» lune plutôt i\\w I .'i!;|j. ■*» -. , *, r, qui satisfe- 
n*en prendra aucune : ce j)?'-. t^.. «iiua lions de la courbe. 
1(^ expériences. Mais si \r p« 

oblique, on peut la dc'ui.!^ yMSlantc des SUI- 

1 une soit normale et I aulie ' . 
mièreest détruite par l;i hsÎn' 

ntî s o])])OvSe à ce rjnc l.i >* ..• ■ ■ '' t''*^* courbe pro- 

ment, si l'on sn])j)ose «in \- ...» •"» pourrait subsli- 
sur la surface dans tontes 1- li courbe, et eoiisi- 

rait pas nécessai renie ni IL =' ''**»«-•• '-i* grandeur 
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de celte force sera une des inconnues de la question ; sa di- 
rection sera dans l'un ou l'autre sens de la normale, s'il 
s'agit d'une surface , et ne sera assujettie qu'à être perpen- 
diculaire à la tangente, s'il s'agit d'une courbe. 

21 . Considérons d'abord le cas d'une surface dont l'é- 
quation soit F (pc^y^ z) = o; soit N l'intensité de la 
force normale qui là remplace, les cosinus des angles 
qu'elle fait avec les axes seront 



dF dF d? 

dz V — , drV —, ±V — 

{la: €ljr dz 



en faisant 



Les signes supérieurs correspondront à l'un des deux sens 
de la normale , et les signes inférieurs à l'autre. Mainte- 
nant, le point devant être considéré comme libre, leséqua- 
tions d'équilibre seront 

X±:NV^ = o, Y±NV~ = o, Z±Nv!^=o; 
dx dr dz 

d'où, en éliminant NV, 

X Y Z 



'^\ /^\ /^\ 

7^1 W; w 

Ces deux équations sont nécessaires et suffisantes pour 
l'équilibre, parce qu'elles en remplacent deux des précé- 
dentes, et que la troisième sera toujours satisfaite en pre- 
nant une valeur convenable de N et un signe convenable 
pour le second terme. 

Mais on calculera plus facilement N en changeant ces 
seconds termes de membres <»l élevant eu carré, puis 
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ajoutant les trois équations. On trouvera ainsi N égal à 

V^X' -f- Y" 4- Z" ou à la résultante des forces données; et 
Ton prendra toujours ce radical positivement. Quant au 
sens de celte force , il sera déterminé immédiatement dans 

chaque cas, puisque les signes de Z et — sont connus et 

que N et V sont positifs; l'équation X ±: NV — = o ap- 

prendra donc s'il faut prendre les signes supérieurs ou 
inférieurs : les deux autres équations l'apprendraient de 
même. 

22. Considérons maintenant un point assujetti à rester 
sur une courbe dont les équations soient 

La force N, qui remplace la résistance de la courbe, peut, 
avoir une direction normale arbitraire. On aura donc 

(Ix dy , dz 

—•■ cosrt H — r- cosô H — r cosc = o, 

ds ds ds 

a^b^ c désignant les angles qu'elle fait avec les axes. Les 
équations d'équilibre seront 

X-hNcosû=o, Y-hNcos^ = o, Z -|- N cosr = o. 

On éliminera les inconnues a , è, c , N en multipliant 

, , . djc dy dz ^ , 

ces équations, respectivement par — > —9 y? et les ajou- 
tant; on trouve ainsi , en vertu de la précédente, 

„ dx ^^ dy „ dz 

équation nécessaire et suffisante pour que les quatre équa- 
tions puissent avoir lieu en même temps. Les trois précé- 
dentes détermineront la grandeur et le signe des compo- 
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santés > cosû, >cosA, ftcosr, qiii sont t'^galfs et désignes 
conlraii-cs à X, Y, Z^ et, par eonséqueut , la résistanec de 
la courbe est une force égale et opposée* à la résultante des 
forces données, conune cela doit être érideniinent quand 
il y a équilibre. 

Résultante de deux forces parallèles, 

23. Soient deux forces P, Q (fi g- i6) parallèles^ 
6t agissant dans le même sens sur deux points A , B liés 
invariablement entre eux. Appliquons en A et B deux 
forces égales et contraires , agissant suivant la di^oitc qui 
joint ces deux points -, elles se détruiront, et la résultante 
totale ne sera pas changée. Soient AM, BN les lon- 
gueurs qui représentent ces forces. On pourra rempla- 
cer Pet AM par la force représentée par la diagonale AC; 
et de même Q et BN par BD. Ces deux directions sç ren- 
contrent en un point I , que Ton supposera lié au système, 
et aucpiel on appliquera les deux forces AC , BD. Or, si , 
par ce point I , on mène des parallèles à AB et aux forces, 
on pourra décomposer chacune des deux forces qui y sont 
appliquées, de la même manière qu'elles étaient décompo- 
sées en A et B , et l'on aura les deux parallélogrammes 
EIHG, IFLK respectivement égaux à INIAPC, BNDQ. Les 
deux forces El, IF, égales et opposées, se détruiront^ et il 
De restera que les deux forces IH, IK, ou P et Q, qui s'ajou- 
teront. D'où Ton conclut d'abord que les deux forces ont 
une résultante qui leur est parallèle , de même sens, 
^gale à leur somme, et dont la direction passe entre A 
^^ B. Pour déterminer entièrement sa position , cherchons 
le point O où elle rencontre AB. Les triangles semblables 
donnent 

AO : GH :: lo : m, kl : bo :: IK : lo. 
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Multipliant ces deux proportions par ordre, et observant 

que l'on a 

1H=:P, IK=Q, GH=KL, 
il vient 

AO : BO : : Q : P, 

ce qui montre que les deux segments dans lesquels la ré- 
sultante divise AB sont réciproquement proportionnels 
aux deux forces; ou que les produits de chaque force par 
le segment adjacent sont égaux. 

Les deux forces P, Q pouvant être représentées par ces 
deux segments, leur résultante, qui est leur somme, le sera 
elle-même par la longueur AB-, de sorte que chacune des 
trois forces sera représentée par la partie de la droite AB, 
comprise entre les directions des deux autres. 

Le point OJouit de la propriété remarquable de ne dé- 
pendre nullement de la direction absolue des deux forces; 
il reste le même, pourvu que celles-ci restent parallèles et 
de même sens, et que les points d'application restent les 
mêmes*, les deux forces peuvent même changer de gran- 
deur, pourvu qu'elles conservent le même rapport. Ce 
point est celui que nous appellerons spécialement le point 
cT application de la résultante. 

Si l'on désigne par R la résultante, la proposition qui 
vient d'être démontrée est exprimée par les relations sui- 
vantes : 

R = P-}-Q, AB=:A0 4-0B, 

P : Q : R : : OB : OA : AB. 

Elles équivalent à trois équations distinctes, et donnent 
lieu à divers problèmes très-simples que nous nous dic- 
penserons d'examiner. Il suffira toujours, pour les résou- 
dre, que l'on connaisse trois des six quantités P, Q, R, 
OA,OB, AB. 

Supposons maintenant les deux forces P, Q dirigées 
dans des sens différents, et soit P > Q. 
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Décomposons la force P {fig^ i8) en deux autres parai- 
Wes et de même sens, dont l'une soit égale et directement 
opposée à Q \ cela est possible, d'après la proposition prë- 
cédenle, et l'une de ces composantes détruisant la force Q, 
la seconde restera seule, et sera, par conséquent, la résul- 
tante cherchée. Son point d'application sera en dehors de 
AB, et du côté de la plus giande force P-, elle sera égale 
à P— Q , et son point d'application X sera déterminé par 
la proportion 

AX : AB ::q : R; 



et comme 



on aura 



• • 



R = P-Q, 



AX=p-5_xAB. 



, en exceptant le cas où P = Q, deux forces paral-^ 
lèles, et de sens contraire , ont toujours une résultante , qui 
leur est parallèle , dirigée dans le sens de la plus grande , en 
<khor8des directions des deux forces , et du côté de la plus 
grande \ elle est égale à leur différence , et chacune de ces 
trois forces est proportionnelle à la distance des deux au- 
^. Le point X, situé sur la droite qui joint les points 
d'application des deux forces, est encore indépendant de 
la direction et de la grandeur absolue de ces forces ; et c'est 
^core lui que nous désignerons sous le nom de point d'ap- 
plication de la résultante. 

Si les deux forces étaient égales, Tinconnue AX devien- 
drait infinie, ce qui annonce une impossibilité. Il n'y a 
donc pas alors de résultante , et il est facile de s'en con- 
vaincre directement. En effet, supposons que les deux forces 
^ales P et Q (fig» 19) aient une résultante, et faisons 
U)iimer le système entier de deux angles droits autour du 
milieu O de AB, de manière que les deux forces P et Q s<» 
1^ année. 4 



1 
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remplacent Tune l'autre, et, par conséquent, donnent en- 
core la même résultante. Leur résultante primitive sera 
transportée symétriquement par rapport au pointO,si die 
est dans le plan des forces ^ et, dans le cas contraire, elle ne 
sera pas dans un même plan avec sa première position. 
Or, si ces deux forces pouvaient se remplacer l'une l'au- 
tre, il y aurait équilibre entre Tune des deux et l'autre y 
prise en sens contraire, ce qui est absurde, puisque ces 
deux dernières ne seraient pas directement opposées. 

Un pareil système de forces a été nommé couple par 
M. Poinsot, qui en a fait un élément essentiel de la méca- 
nique. 

Composition et équilibre dun système de forces 

parallèles. 

^. Considérons maintenant un nombre quelconque de 
forces parallèles, non situées dans tm même plan; et 
d'abord supposons-les toutes de même sens. Eki compo- 
sant deux d'entre elles en une seule, puis cette nouvelle 
force avec une troisième, et continuant ainsi jusqu'à 
la dernière des forces données , on obtiendra une résul- 
tante parallèle aux forces et égale à leur sonune. Sa di- 
rection passera par un point qui ne dépendra que de la 
position des points d'application des forces données et du 
rapport de ces forces , ^mais nullement de leur grandeur 
absolue ni de la direction à laquelle elles sont parallèles. 
Tout cela résulte immédiatement de ce qui a été démon- 
tré sur la composition de deux forces parallèles. 

Si les forces ne sont pas toutes dirigées dans le mêitte 
sens, on composera en une seule toutes celles qui sont dans 
un même sens , et le système sera réduit d'abord à deux 
forces respectivement égales à la somme de celles qui tirent 
dans chacun des deux sens. Elles se composeront généra- 
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lement en une seule égale à leur dîiTérence, tirant dans le 
sens de la plus grande , et dont le point d application ne 
dépendra que des positions des points d'application de 
toutes les forces et du rapport de ces forces. Ce point re- 
marquable se nomme centre des forces parallèles. 

Si les deux résultantes partielles étaient égales, mais 
non directement opposées , le système n'aurait pas de ré- 
sultante; il se réduirait à un couple. 

Tmnslation et transformation des couples. 

25. La considération des couples est due à M, Poinsot, 
qui a fait connaître les lois remarquables de leur composi- 
tion et leur usage dans la mécanique. Nous ne ferons, à 
cet égard , que reproduire la théorie de cet illustre géo- 
mètre. 

On nonune bras de lévrier d'un couple la perpendicu- 
laire comprise entre les directions des deux forces qui le 
composent, et aux extrémités de laquelle on peut suppo- 
ser ces forces appliquées. Le moment d'un couple est le 
produit de l'une de ces forces par le bras de levier. 

Il y a à distinguer deux sens pour les couples qui sont 
dans un même plan. A cet eifet, on imaginera que l'on fixe 
le milieu du bras de levier de chacun d'eux ^ et que ces 
bras de levier prennent le mouvement que tendait à 
leur imprimer les forces qui sont appliquées. Il peut y 
avoir deux sens diflerents pour ces mouvements , et les 
couples pour lesquels ils seront les mêmes seront dits 
couples de même sens. 

Pour désigner d'une manière commode le sens d'un cou- 
ple , nous coujcevrons , par le milieu de son bras de levier, 
une perpendiculaire à son plan , du côté où un observa- 
teur, placé le l<mg de cette ligne, les pieds contre le plan, 
verrait le mouvement s'exécuter de gauche à droite. La 

4 
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directiou de cette perpendiculaire, prise à partir da plan, 
est ce que nous nommerons la flirection de Vaxe du 
couple. 

On peut remarquer que c'est aussi celle de Taxe de la 
rotation qu'exécuterait la direction de Tune des forces qui 
tournerait autour du point où elle rencontre le bras de 
levier rectangulaire ou oblique du couple , en se rappro- 
chant de la direction de ce bras de levier; cette dernière 
direction étant considérée de l'extrémité autour de la- 
quelle se fait la rotation vers l'autre extrémité : et celle de 
l'axe de cette rotation étant telle , qu'en s'y plaçant , on 
aperçoive le mouvement s'exécuter dans le sens direct, 
c'est-à-dire de gauche à droite. 

Cela posé, nous allons démontrer ce premier théo- 
rème. 

26. Un couple peut, sans changer d'action, être tranS' 
pojté d'une manière quelconque, powvu que son axe 
reste parallèle et de même sens, et que son nou" 
i^eau bras de levier soit lié inv^ariablement au pre^ 
mier. 

Le plan du couple reste alors parallèle à lui-même, 
mais les forces peuvent changer de direction. Nous exa- 
minerons d'abord le cas où elles restent parallèles à elles- 
mêmes. 

Soient AB, A'B' (Jig. 20) les deux bras de levier, qui 

Sont alors parallèles, et P, AB le couple proposé; appli- 
quons en A', ainsi qu'en B', deux forces P', P"égales et pa- 
rallèles à P et de sens opposés; l'ensemble de ces six forces 
produira évidemment le même elïet sur le système que les 
deux premières , puisque les quatre autres se détruisent 
deux à deux. Or les deux forces égales et de même sens , ap- 
pliquées en A et B' , donnent une résultante parallèle et de 
même sens égale à leur somme,* et appliquée au milieu 
de AB', qu'on peut supposer lié invariablement à ces deux 
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points^ de même les forces appliquées eu B et A donnent 
une résultante appliquée au milieu de Â'B, supposé lié 
aux points B et A'. Ces deux résultantes sont ^ales, de 
sens opposés , et appliquées au même point ; car les li- 
gnes AB', BA', diagonales du parallélogramme ABA'Bl, 
se coupent en leur milieu : elles se détruisent donc, et 

il ne reste que le couple P', A'B', qui n'est autre chose 
que le couple primitif transporté parallèlement à lui- 
même. 

Considérons maintenant le cas où le second bras de le- 
vier A'B' ne serait pas parallèle au premier. Nous pour- 
rons, d'après ce qui vient d'être démontré, transporter le 
couple proposé parallèlement à lui-même , de manière 
que le milieu de son bras de levier coïncide avec le mi- 
lieu Ode A'B' {fig. 2i); et il reste à démontrer que le 

couple P, AB aurait la même action sur le système, si on 
le faisait tourner dans son plan , de manière que son bras 
de levier AB vînt coïncider avec A'B' qu'on supposerait 
Hé invariablement avec le système. Pour cela , appliquons 
en A', ainsi qu'en B', deux forces P', P" perpendiculaires à 
A'B', égales à P et en sens contraire l'une de l'autre 5 ces 
quatre forces ne changeront rien à l'action du couple pro- 
posé, puisqu'elles se détruisent deux à deux. Mais les deux 
forces égales P, P", que l'on peut supposer appliquées au 
o^e point D lié au système , donnent une résultante di- 
J^gée suivant la bissectrice DO de leur angle, qui est égale 
et opposée à celle des forces P, P", appliquées en C : il ne 

reste donc plus que le couple P', A'B'. 

Donc l'action d'un couple reste la même quand on le 
transporte de manière que son axe reste parallèle à lui- 
même et de môme sens , et que son nouveau bras de levier 
soit lie invariablement au premier. 

27. Un couple peut toujours être remplacé par un 
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autre de même sens, situé dans le tnéme plan et ayant 
même moment. 



Soit uu couple quelconque P, AB {fig* îi^); prolon- 
geons son bras de levier d'une longueur quelconque BC , 
et appliquons aux points B, C des forces égales et oppo- 
sées Q, Q', telles queFon ait Q X BC=P X AB; cesquatre 
forces ne changeront rien à Faction du couple proposé. 
Mais les deux forces P, Q\ appliquées eu A et C , auront 
une résultante égale à leur somme , et appliquée en B , en 
vertu de Tégalité précédente. Cette résultante sera égale à 
la somme des forces P? Q' appliquées à ce même point en 
sens contraire; ces forces se détruisent , et par conséquent 

il ne reste plus que deux forces formant un couple Q , BC 
de même sens et de même moment que le couple proposé. 
Et comme on peut ensuite le transporter do manière que 
son axe reste parallèle à lui-même, on arrive, eu réunis- 
sant CCS di vci^ résultats , à la proposition suivante : 

Un couple peut être remplacé par tout autre dont 
V axe est parallèle au sien, et de même sens, et dont le 
moment est le même. 

L'action d'un couple est donc complètement déterminée 
par la direction de son axe et par son moment. Nous sup- 
poserons dorénavant que le moment soit représenté par 
une longueur portée sur la direction de l'axe, à partir de 
son origine ; de cette manière les couples seront figurés 
géométriquement , comme les forces , par une ligne donnée 
en grandeur et en direction. Seulement, dans le cas des 
couples, cette ligne pourra être transportée parallèlemient 
à elle-même d'une manière quelconque, tandis que, dans 
le cas des forces , elle ne peut l'être que le long de sa propre 
direction. 
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Coinposiiion des couples. 

28. Cas oit leurs axes sont parallèles. — Ces couples, 
ayant leurs plans parallèles, peuvent être tous ramenés 
dans un seul plan; et, en leur conservant respectivement 
les mêmes moments, on peut leur donner à tous un bras 
de levier égal , et les placer de manière que tous les bras 
de levier coïncident. Les forces relatives aux couples de 
même sens coïncideront alors en direction , et celles qui 
se rapportent aux couples de sens différents seront direc- 
tement opposées aux premières. A chacune des extrémiités 
du bras de levier commun , elles se composeront en une 
seule égale à la dilTérence entre la somme de celles qui 
agissent dans un sens et la somme de celles qui agissent 
en sens contraire, et dirigée dans le sens de la plus grande 
de ces deux sommes. Ces deux résultantes formeront donc 
un couple ayant le bras de levier commun, et pour mo- 
ment le produit de l'une de ces résultantes par ce même 
bras de levier : ce moment sera donc évidemment égal à 
la différence entre la somme des moments des couples 
agissant dans un sens et la somme des moments des cou- 
ples de sens opposé, et il agira lui-même dans le sens de 
la plus grande de ces deux sommes *, ce que nous exprime- 
rons en disant, pour abréger, que son moment est la 
somme algébrique des moments des couples composants, 
en regardant comme positifs ceux des couples qui agissent 
dans un sens, et comme négatifs ceux des couples qui 
agissent en sens contraire. Ce couple résultant pourra, 
d'ailleurs, être transporté et transformé d'après les prin- 
cipes précédents. Ce résultat peut s'énoncer de la manière 
suivante : 

Pour composer des couples dont les axes sont paral- 
lèles, on transportera tous ces axes de manière quils 
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aient leur origine en un même point ^ on les compose/''* 
comme s'ils représentaient des forces en grandeur et e. 
direction^ et la résultante ainsi obtenue représenter^ 
en grandeur et en direction Vaxe du couple résultant, 
29 . Ca^ des axes non parallèles . — Considérons d^aboi 
deux couples seulement, et ramenons leurs axes à avoi::-i 
leur origine en un même point A. Soient AB, 

ijftS' ^^) ^^* ^^^^ ^^ grandeur et en direction. Les plan- s 
de ces couples couperont le plan BAC suivant deux droites- s 
AM, AN respectivement perpendiculaires à AB, AC e t 
passant au point A. Donnons aux deux couples des bra: 
de levier AM, AN respectivement égaux à AB, AC, qu - 
représentent leurs moments ; les forces appliquées à ce^ 
bras de levier auront alors une même intensité égale & 
l'unité. Enfin , transportons ces couples de manière qu'il 
aient chacun une force de même sens appliquée en A^ 
Les droites MA, NA, qui représentent les moments de^ 
couples , sont disposées de manière que si l'on fait tourner* 
leur système d'un angle droit autour de A, de manière 
que AM vienne coïncider avec AB , AN coïncidera alor» 
avec AC-, et la diagonale AO du parallélogramme con- 
struit sur AM et AN coïncidera avec la diagonale AD du 
parallélogramme BACD. 

Cela posé, transportons le couple qui est sur AB de ma- 
nière que son bras de levier soit le côté ON^ une de ses 
forces détruira celle qui est appliquée en N, et les quatre 
forces se réduiront à un couple ayant pour bras de levier 
OA, et dont l'axe sera dirigé suivant la diagonale AD du 
parallélogramme BACD , qui est perpendiculaire au plan 
du couple et située du côté convenu. De plus, les forces 
qui constituent ce couple résultant étant égales à celles 
des deux autres, son moment devra aussi être représenté 
par son bras de levier AO, ou par son égal AD 5 d'où ré- 
sulte ce théorème : 
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Deux couples , dont les axes ne sont pas parallèles , 
•^e composent en un autre dont Vaxe est représenté en 
grandeur-et en direction par la diagonale du parallélo- 
gramme construit sur les axes des deux couples com- 
posants. 

Ou pourra composer ainsi un nombre quelconque de 
^'ouples, et l'on renfermera les deux cas dans une seule 
proposition qui s'énoncera comme il suit : 

Pour composer un nomb/'e quelconque de couples 
^^ont les axes ont des grandeurs et des directions quel- 
conques y il faut transporter ces axes parallèlement à 
^9ix-mémeSy de manière quils aient tous leur origine en 
^^n même point, et les composer comme s'ils représen- 
^^ijùent des forces en grandeur et en direction, La résul- 
^ ^intey ainsi obtenue, sera, en- grandeur et en direction , 
^ 'axe du couple résultant. 

Toutes les questions relatives à la composition et dé- 

^^omposition des forces appliquées en un même point se 

^^Xîproduiraîent ici pour les couples. On aurait le théorème 

^Ju parallélipipède des axes comme on a eu celui du parallé- 

^ipipèdedes forces, et les relations en ire les axes composants 

^t l'axe résultant seraient les mêmes qu'entre les trois 

prêtes d'un parallélipipède et sa diagonale^ nous ne croyons 

pas nécessaire de revenir sur ces détails. 

Conditions déquilibre des couples. 

30. Si des couples sont dans un même plan ou dans des 
plans parallèles, la condition nécessaire et suffisante pour 
leur équilibre est que la somme algébrique de leurs mo- 
ments soit nulle , puisque cette somme est le moment du 
couple résultant. 

Si les plans des couples ne sont pas parallèles, il fau* 
dra, d'après l'identité de la composition des axes et de 



\ 
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celle des forces , qu:* It^ soiuiiies algébriqui's des piojei*- 
tious des axe^ sur trois di*oiles non situéc^s dans un mémc^ 
plan, soient séparément nulles. Si tous les axes étaient- 
dans un même plan , il suffirait que ces sommes fussenU- 
nulles relativement à deux droites non parallèles situé 



dans ce plan. Ce cas est celui où les plans de tous les cou 

pies sont perpendiculaires à un même plan. 

Conditions d équilibre dwi système ri(/ide (fuelconque — 

31 . Toute force peut être remplacée par une force ^alc*^ 
appliquée eu un point quelconque lié à son point d^appli- 
cation , et par un couple formé d^une force égale et o] 
posée à cette dernière et de la force proposée. 

Si l'on fait cette décomposition pour toutes les forceji— ^ 
d'un système, en choisissant le mêoie point pour toutes 
on aura toutes ces forces transportées parallèlement 
elles-mêmes , en un même point , et de plus autant de cou — 
pies situés, eu général , dans des plans difllereuts. 

En composant, d'une part, toutes les forces, et, d'une 
auti*e, tous les couples, le système se trouvera réduit à 
une seule force et un seul couple. 

Or, un couple ne peut être détruit par une force, car 
alors il pourrait être remplacé par une force ^ale et op- 
posée. Donc les conditions nécessaires et suffisantes pour 
qu'un système rigide soit en équilibre, sont cpie la force 
et le couple soient séparément nuls. Chacune de ces con- 
ditions s'exprime, en général, par trois équations. L'é- 
quilibre du système est donc exprimé par six équations. 

Avant de passer au cas général , nous considérerons en 
particulier celui où les forces sont parallèles. Il se dédui- 
rait facilement du premier, mais il est plus simple de le 
traiter directement. 



PRKMIKKE JUmÉK. STATIQrK. ^ 

Eijnilibtv et coin/yosUion des fotws /Mmllèlvs. 

32. Supposons d'aboixl les forces situées dans un même 
[dan, et d'un point quelconque O abaissons une perpen- 
diculaire sur leurs directions : elle les rcncontr(*ra en des 
points que nous rapporterons au point O comme origine^ 
et qui seront donnés par leurs abscisses positives ou néga- 
tives. 

SoîentP une quelconcpie des forces, et xTabscisse corres • 
pondante; on la remplacera par une forceégalcetde même 
sens agissant en O, et un couple ayant pour moment Pjr. 

Or, si l'on considère successivement des forc(*s dans des 
sens dilTérents et des abscisses positives et négatives, on 
reconnaît facilement que le sens du couple change lors- 
qu'une seule des quantités P et x change de sens, et que 
le sens du couple ne change pas loi*sc{ue ces deux quan- 
tités restent de même sens ou en changent à la fois. Donc, 
si les forces sont considérées comme positives dans un sens 
et négatives en sens contraire, le produit Pj: est de même 
signe pour les couples de même sens, et de signe contraire 
pour des couples de sens opposé. La somme algébrique de 
ces produits , faite pour toutes les forces du système, et que 
nous exprimerons par SPx, donne donc la valeur du mo- 
ment du couple résultant, et le sens de ce couple. Si elle 
est positive, ce couple est dans le sens de ceux qui corres- 
pondent h une force positive et une abscisse positive : il 
est de sens contraire si la somme est négative. D'après cela, 
les conditions nécessaires et suffisantes pour l'équilibre 

seront 

2 P = o, iVx = o. 

On appelle moment d'une force par rapport à un point 
Je produit de cette force par la distance de ce point à la 
droite suivant laquelle elle agit. En employant cette déno- 
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mîuatîoii, on énoncera, de cotte manière, les condition, 
de l'équilibre qui viennent d'être établies : 

Pour que des forces parallèles situées dans un mêm 
plan et appliquées à un système de points liés invaria 
blement entre eux et libres dans V espace, soient en cqui 
libre y il est nécessaire et suffisant que la somme algé 
brique de ces forces soit nulle y ainsi que la somme al 
gébiique de leurs moments' par rapport à un point quel 
conque du plan. 

Si ces deux conditions sont remplies relativement à u 
certain point du plan, l'équilibre aura lieu, et, par con 
séquent, la somme des moments des forces par rapport 
tout autre point du plan sera nulle. C'est, au reste, o 
qu'on vérifierait immédiatement en faisant usage des deu 
équations données. 

33. Si l'équilibre n'a pas lieu, c'est-à-dire si l'on n' 
pas à la fois SP = o, SPj: = o, on peut se proposer d 
déterminer la résultante, s'il y en a une : soient R sa valeunr^ 
positive ou négative , et Xi l'abscisse qui lui correspond ^ 
il y aura équilibre dans le système , en y joijgnant uns 
force égale et directement opposée , d'où résulte 

— R -h 2P = o, — Rot, -H 2 Px = o, 
OU 

l9x 




R = 2:P, Kx,-.lVx, jc, = 



2P 



On peut donc toujours établir l'équilibre en introdui- 
sant une force — R, et, par conséquent, le système pro- 
posé peut être remplacé par la force R égale et opposée à 
— R. U faut excepter le cas où l'on aurait 2P = o sans 
avoir SPj: = o; on trouverait alors Xi infini*, et , en ef- 
fet, c'est le cas où le système se réduit à un couple. Dans 
tout autre cas , il existe une résultante égale à la somme 
algébricjue des composantes, et située à une distance du 
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point O égale à la somme algébrique des moments des 
J^orces par rapport à ce point , divisée par la somme des 
forces. 

34. Supposons maintenant que les forces ne soient pas 
dans un même plan ; menons un plan quelconque perpen- 
diculaire à leurs directions, et deux autres plans paral- 
lèles aux forces et faisant entre eux un angle quelconque ; 
ils couperont le premier suivant deux droites que nous 
j>rendrous pour axes des x ctj^, et nous supposerons que 
l'oeil donne les coordonnées des points où les forces percent 
le plan XY. 

Cela posé , soient x , y les coordonnées du point I 
Ç^fig» 24), où une force quelconque P perce le plan X Y, 
coordonnées qui sont égales à celles du point d'application 
<Je la force. On pourra remplacer cette force par une au- 
tre , égale et de même sens , appliquée en A , et un couple 
ayant pour bras de levier AI. Menons par le point I deux 
parallèles IB, IC aux axes des x et des j^, et par le point 
C concevons deux forces égales et parallèles à P et de sens 
contraires^ nous aurons ainsi , au lieu du premier couple, 
deux autres couples ayant pour bras de levier AC et CI, 
et P pour force. Le premier sera dans le plan Z Y, le se- 
cond dans un plan parallèle à ZX, et pourra être trans- 
porté dans ce dernier plan , où AB sera son bras de levier. 
Leurs moments seront respectivement Vy, Vx, et on ver- 
rait comme dans le cas précédent qu en prenant avec des 
signes contraires les forces et les coordonnées qui sont en 
sens contraires, les couples situées dans les plans ZX, ZY 
se réduisent à deux couples situés respectivement dans ces 
mêmes plans et ayant pour moments SPo:, 2iy . 

Ils se composent eu un seul qui ne peut être nul que 
s'ils sont tous les deux nuls séparément. Les conditions de 
l'équilibre du système sont donc 

2P = o, 2P.r = o, sPj = o. 
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minatiou, on énoncera, de cotte manière, 1 
de l'équilibre qui viennent d'être établies : 

Pour que des forces parallèles situées d 
plan et appliquées à un système de points 
blement entre eux et libres dans V espace y st 
libre, il est nécessaire et suffisant que la 
brique de ces forces soit nulle y ainsi que i 
gébrique de leurs moments' par rapport à u 
conque du plan. 

Si ces deux conditions sont remplies relal 
certain point du plan , l'équilibre aura lieu . 
séquent, la somme des moments des forces 
tout autre point du plan sera nulle. C'est. 
qu'on vérifierait immédiatement en faisant n 
équations données. 

33. Si l'équilibre n'a pas lieu, c'est-à-d 
pas à la fois SP = o, SPj: = o, on peut > 
déterminer la résultante, s'il y en a une : soi< 
positive ou négative, (»t Xi l'abscisse qui 1- 
il y aura équilibre dans le système, en 
force égale et directement opposée, d'où r* 

— R -h 2P = o, — Rj7, -H i: P^ 
ou 

R = 2:P, R.r, =:2Px, a:,=r 

On peut donc toujours établir Téquir 
sant une force — R, et, par conséqutM» 
posé peut être remplacé par la force \\ 
— R. Il faut excepter le cas où Ton n.> 
avoir 2Pa: = 05 on trouverait alors j ■ 
fet, c'est le cas où le système se réduil 
tout autre cas, il existe une résullani 
algébrique des composantes, (*l siliir* 
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i". Pour quun système de forces parallèles soit en 
équilibre y il est nécessaire et suffisant que la somme algé- 
brique des forces soit nulle ^ et que la somme de leurs 
moments par rapport à deux plans qui se coupent sui- 
vant une ligne parcdlèle. aux forces, soit nulle pour cha- 
cun de ces plans, 

2^. La résultante d'un système de forces parallèles 

est égale à la somme algébrique de ces forces^ et son 

moment par rapport à un plan quelconque parallèle aux 

forces est égal à la somme algébrique des moments des 

composantes, 

3®. Le seul cas où des forces parallèles n*ont pas de 
résultante est celui oii leur somme est nulle , sans que la 
somme de leurs moments par rapport à deux plans 
parallèles aux forces le soit elle-même pour chacun de 
ces plans, 

37. La résultante passant toujours par un même point , 
qui est le centre des forces parallèles, quelque direction que 
l'on donne au système, en faisant tourner les forces autour 
de leurs points d'application, il s'ensuit que le moment de 
la résultante par rapport à un plan quelconque est égal à 
la somme des moments des composantes par rapport à ce 
plan -, car^ en amenant les forces à être parallèles à ce plan 
sans cesser d'être parallèles entre elles et de conserver 
leurs sens respectifs , et sans changer leurs points d'ap- 
plication, on rentre dans le cas précédent, et le théorème 
est démontré , puisque les moments sont restés les mêmes y 
malgré le changement de direction des forces. 

Il suit de là que, pour avoir la distance positive ou 
négative du centre des forces parallèles à un plan quel- 
conque, il faut diviser la somme algébrique des moments 
des forces par rapport à ce plan , par la somme algébrique 
des forces. On déterminera donc les trois coordonnées de 
ce point, en prenant les sommes des moments par rapport 
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aux trois plans coordonnés, et les divisant par la somme 
des forces. 

On voit ainsi cpie, pour que le centre des forces paral- 
lèles soit situé dans un certain plan, il est nécessaire et 
suffisant que la somme des momenu des forces par rapport 
à ce plan soit égale à zéro. 

Equilibre de forces dirigées d'une manière quelconque 

dans l'espace. 

f38. Supposons un système rigide et entièrement libre , 
auquel sont appliquées des forces dirigées d'une manière 
quelconque. Soient P l'une quelconque d'entre elles; 
X, y^ z les coordonnées rectangulaires de son point d'ap- 
plication, qui est lié invariablement au système; a^ &^y 
les angles que sa direction fait avec les axes positifs des 
coordonnées, et p la perpendiculaire abaissée de l'origine 
sur sa direction. 

Nous pourrons remplacer la force P par une force égale 
et parallèle passant par l'origine, et un couple dont le mo- 
ment sera P/?, et dont le plan passera par l'origine et la 
direction de la force P. La direction de l'axe du couple, 
telle que nous l'avons définie, sera celle de l'axe de la ro- 
tation effectuée par une droite, menée, par l'origine, en 
sens contraire de celle qui fait les angles a^ è^ y avec les 
axes positifs, et marchant vers la direction de la droite, 
menée de l'origine au point dont les coordonnées sont 
X, /, z\ rotation qui est encore la même que celle de 
cette dernière direction vers celle de la droite, menée de 
l'origine sous les angles a^ &^ y avec les axes. Elle fera 
donc, avec les axes positifs, des angles dont les cosinus 
auront pour valeurs [Préliminaires , page 12J : 

f COS7 — z cosê Z cosa — X COS7 X ces 6 — Y cosa 

, , _ ^ 

p p p 
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Les trois couples composants du couple T?p^ et dont les 
axes seront dirigés suivant les axes des coordonnées^ seront 
donc exprimés^ en grandeur et eu signes, par 

P(^cos7 — zcosë), P(2cosa — 0:0057), P(«ïcos6 — ^cosa), 

et les trois composantes de la force P passant par l'origine 
seront 

P COSa, PcOSê, PCOS7. 

Supposons la même décomposition faite pour toutes les 
forces , et faisons la somme algébrique de toutes les com- 
posantes, ainsi que de tous les luoiuents relatifs à chacun 
des axes de coordonnées 5 nous aurons, de cette manière, 
les trois composantes de la résultante de toutes les forces 
transportées parallèlement à clles-mômes à l'origine, et les 
trois moments composants du couple résultant de tous les 
couples du système. Or, les conditions nécessaires et suffi- 
santes pour l'équilibre consistent, comme nous l'avons 
démontré, en ce que cette force résultante et ce couple 
résultant soient nuls séparément; ces conditions seront 
donc exprimées par les six équations suivantes, dans les- 
quelles le signe 2 indique des sommes relatives à toutes les 
forces données : 

2P cosa = 0, 2P cos6 = o, IP C0S7 =± o, 

2P(j^C0s6 — z COS7) = o, 2P(3COSa — a: COS7) =r Oj 
2P(j:cos6 — / cosa) = o. 

Cas où les axes coordonnés sont obliques. 

39. Quoiqu'il soit plus simple de prendre des axes de 
coordonnées rectangulaires, il est cependant nécessaire 
de traiter la question plus généralement, en prenant des 
axes obliques. Dans ce cas, on réduira encore le système 
total des forces à trois forces dirigées suivant ces axes de 
\^ année, 5 




(«Miitloiiiiéf?» , et à trois couples situés dans les plans de ce* 

axes pris deux à deux. 

Soient P, P', P% ... les forces données; (X,Y, Z^ i 

(X', Y\ Z'),... leurs composantes positives ou nég. 

rivr»»; et (.r,j, 2), (x', j) ', ^'), ... les coordonnées 

Irurs poinU d'application respectifs. 

('onsidérons Tune quelconque des forces données , 
exemple la force P (Jig, 25), appliquée au point M; sup 

posons , pour fixer les idées , que ses trois composan 

tes X, Y, Z soient dans le sens des axes positifs, et, 
plu» , que les coordonnées x^y^ zàn point d^application 
soient positives. La force Z peut être remplacée par un 
ÏOW.V. égale et parallèle appliquée en A , et un couple si 
dans 1<; plan MÂZ ; ce couple peut être décomposé en den: 

autres, Z, AB, Z, AC, situés dans les plans zx^ zy» 
r(>niarc[uera que AR, AC ne sont pas les bras de levier 
ces r()iipl(*s , puisqu'ils font avec les forces de ces coupli 
des angles égaux à ceux des axes des coordonnées 
dans Ic^urs plans. Mais pour les couples que chaque force P 
(lonncTa dans un même plan coordonné, Tangledes forces 
et du bras de levier oblique sera toujours le même, puis* 
qu'il sera c(*lui des axes de coordonnées , et par consé» 
qu(*nt il n*y a aucun inconvénient à prendre, au Uea de 
leur moment, le prixluit de la force par le bras de 
levier oldique; car ces produits ne différeront des mo- 
nuMits (|ue par un facteur constant, et Ton aura lanaème 
i^|uation en égalant leur somme algébrique à zéro. Quant 
aux vsîgnes de ces moments, nous considérerons comme 
IKisitifs ceux des couples dont Taxe serait du même c6te 
de leur plan que Taxe des coonionnées positives qui n'y 
eski (ms renfri*mé. 

Lest moments des couples Z, AB, Z, AC seroat donc 
e>i primés jKir — Z.r et + Z> . 

r.Uacuno des foire» \ et Y donnera semblabtement nue 
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force égale et parallèle appliquée en A , et deux couples 
dont les moments se déduiront des précédents par des 
-changements de lettres dont la loi est facile à saisir; ils 
seront , pour la première , — Xy , + XZ ; et , pour la se- 
conde , — Yz , + Yx. 

Réunissant les moments des couples situés dans le même 
plan , on aura , au lieu de la force P , ses trois ^*omposan* 
tes X , Y , Z appliquées au point A , et trois couples situés 
dans les plans coordonnés^, et ayant respectivement pour 
moments^ à des facteurs constants près, 

yz — zY . . , , zX — j:Z . . . , xY — ^X . 

Une discussion semblable à celle que nous avons faite 
dans le cas des forces parallèles démontrerait la généra- 
Iké de ces expressions, en considérant les coordonnées 
x^y^ zet les composantes X , Y , Z comme positives quand 
elles sont dirigées respectivement dans le même sens que 
les axes AX, AY, AZ, et comme négatives quand elles 
sont dirigées en sens contraire. 

Si Ton fait la même décomposition pour toutes les forces 
du système , et qu'on indique par Z la somme des termes 
ttemblables relatifs à toutes les forces , on trouvera , en éga- 
lant à zéro les expressions des trois résultantes dirigées 
suivant AX , AY, AZ , ainsi que des trois couples résul- 
tants situés dans les plans coordonnés , 

2X = o, 2Y = o, 22 = 0, 

X(j^ — ,y)-=o, 2(aX — jpZ)=o, 2(^Y— jX) = o. 

Telles sont les équations nécessaires et suffisantes pour Té- 
qoilibre d'un système FÎgide entièrem^ûl libre. Elles ren- 
trent dans les précédentes^ lorsque les rxes sont rectangn- 

lairef. 

5. 



f^ curas DE nécMMHgCK, 

Ors nii les forces sont siiuéts dmu un même plan. 

40. Si toutes les forces étaient dans on même plan, par 
exemple dans le plan XY. les composantes Z seraient 
nulles ainsi que les coordonnées r, et les six équations gé- 
nérales se réduiraient aux trois suivantes : 

SX = o, SY = o, l(xY — j-X^î = o. 

Si Ton voulait traiter directement ce cas particulier, il 
n\ aurait cnià suivre la même marche que dans le cas gé- 
néral , en partant des données plus simples de la question 
actuelle. On prendrait deux axes AX, AY {fig- 26), dans 
le plan des forces, et Ton substituerait à une force quel- 
conque P ses deux composantes X • Y, parallèles aux axes. 
On remplacerait ensuite X par une force ^ale et parallèle 

appliquée en A , et le couple X , BM \ de même Y' pourrait 
être remplacée par une force égale et parallèle appliquée 

en A, et le couple Y, AB. Les bras de levier obliques 
de ces couples faisant avec les forces un même angle , qui 
est celui des axes de coordonnées , on pourra prendre 
pour les moments les produits des forces par ces bras de 
levier , qui sont les coordonnées des points d'application 
des forces. Dans le cas où les deux composantes X , Y, ainsi 
que les coordonnées x^y^ sont dirigéesdans le sens des axes 
positifs, on a deux couples de sens contraires dont la 
somme des moments est x\ — 7'X , en considérant comme 
positifs ceux dont le sens est celui de la rotation de Taxe 
des X positifs vers Taxe des }' positifs ^ et Ton reconnaîtrait, 
comme précédemment, que si le sens des composantes et 
des coordonnées change , il faut conserver cette même ex- 
pression, en y considérant comme négatives les quantités 
dont la direction a (rhangé. De celte manière, les résidtan- 
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tes des forces dirigées suivant les axes seront SX , 2 Y , et 
le moment du couple i-ésultant sera 2(.rY — -jkX). Les con- 
ditions nécessaires et suffisantes pour l'équilibre seront 
donc 

2X = o, lY = o, 2(xY— jX) = o- 

La dernière peut se présenter sous une autre forme, en 
décomposant la force quelconque P en une force égale et 
parallèle appliquée en A , et un couple ayant pour mo- 
ment I^ , p désignant la distance de la force P au point A. 
Décomposant, suivant les deux axes, la force appliquée 
en A , et faisant la même transformation pour toutes les 
forces, on réduira le système à deux forces SX, SY, di- 
rigées suivant les axes, et un couple ayant pour moment 
SP^, les termes de cette dernière somme étant considérés 
comme de mêmes signes ou de signes contraires , suivant 
que les couples sont de même sens ou de sens contraire. I-.es 
équations d'équilibre seront donc 

2X = o, 2Y = o, 2:P^ = o. 

La troisième , qui est la seule dont la forme soit changée, 
exprime que la somme des moments des forces y par rap- 
port à un point quelconque du plan , est nulle. 

Equilibre d'un système qui nest pas entièrement libre, 

41 . Cas d'un point fixe. — Si l'on prend le point fixe 
pour origine , les trois forces dirigées suivant les axes se- 
ront détruites par la résistance de ce point. Or, des couples 
appliqués à un système qui renferme un point fixe doivent 
se faire équilibre comme si le corps était entièrement li- 
bre 5 car, s'ils donnaient un couple résultant différent de 
^ro, on pourrait le transporter de manière quunede ses 
forces passât par le point fixe, qui la détruirait: il reste- 
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Cas OH les forces sont situées dans tin min 

40. Si toutes les forces étaient dans un mèm 
exemple dans le plan XY, les composantes 
nulles ainsi que les coordonnées z , et les six é< 
nérales se réduiraient aux trois suivantes : 

2X=o, 2Y = o, 2{*Y— 7X)r 

Si Ton voulait traiter directementce cas pa 
u^y aurait C[u\à suivre la même marche que d<n 
néral, en partant des données plus simples d< 
actuelle. On prendrait deux axes AX , AY ( / 
le plan des forces, et Ton substituerait h u\ 
conque P ses deux composantes X , Y, parni' 
On remplacerait ensuite X par une force ri;. 

appliquée en A , et le couple X , BM ; de m* 
être remplacée par une force égale et paï- 
en A, et le couple Y, AB. Les bras tl< 
de ces couples faisant avec les forces un ' 
est celui des axes de coordonnées , on 
pour les moments les produits des foret 
levier, qui sont les coordonnées des poi 
des forces. Dans le cas où les deux comp< -■ 
que les coordonnées J^, y, sont dirigéesd. 
positifs, on a deux couples de sens i- 
somme des moments est xY — yX. , ni « y 
positils ceux dont le sens est celui dr • i 

des X positifs vers Taxe des )^ positifs ; ci * 

, , , . • . , ^ . .( mit 

comme précédemment, que SI le sens . . ^, 

des cooi-donuccs change , il faut roiijx' ^ 

pression , en y considérant 4*omme m " ^ 
dont la direction a changé. De cette m .^ ^" ' '** 
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à Taxe , il y a encore la force SPcosy qui teud à rentraîncr 
dans le sens où elle est dirigée. L'axe produit donc des 
forces égales et contraires à celles-ci , puisqu'il les tient en 
équilibre. 

Si deux points seulement du système sont fixes , les ré- 
sistances ne peuvent provenir que des deux points , et Ton 
devra décomposer les forces perpendiculaires à Taxe en 
d'autres qui passent par ces points , et feront connaître les 
forces qu'ils produisent pour détruire celles-ci . Quant à la 
force dirigée suivant la droite qui les joint, elle peut être 
décomposée d'une infinité de manières en deux autres 
appliquées à ces points ; et il en serait de même s'il y avait 
un plus grand nombre de points fixes sur la même droite. 
43. On pourrait supposer que le corps eût la liberté de 
glisser le long de l'axe fixe , et en même temps de tourner 
autour de lui. Dans ce cas , Taxe détruirait toutes les for- 
cées dont la direction lui serait perpendiculaire, et n'en 
j>ourrait détruire aucune autre. Les conditions de l'équi- 
libre seraient , dans ce cas , 

(3) 2PCOS7 =r G, 2P(a7COs6 — JC0S7)=: G. 

On connaîtra la résistance de l'axe en composant les cou- 
3ples situés dans les plans ZX , ZY, et les forces dirigées sui- 
vant les axes des x et des j^. 

Si le corps ne pouvait que glisser sans tourner, l'équa- 
tion 2P cosy = o serait suffisante et nécessaire , et le couple 
situé dans le plan xy ferait connaître la résistance opposée 
par Taxe à la torsion. 

44>. Remarque, Les deux derniers cas particuliers que 
nous venons de traiter donnent une interprétation , qu'il 
est bon de connaître, aux six équations de l'équilibre. 
Si l'on considère trois droites rectangulaires qui se cou- 
pent en un même point, et qu'on fixe l'une quelconque 
d'entre elles de manière que le corps n'ait que la liberté de 
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rai t (Jour une force qui ne passerait pas par le i 
m*'ttrailf:f- système en mouvement. Les roui* 
î»aires l't suffisantes pour Téquilibn* du svst«i 

IP y ros 7 — z cos S i = o , IV 'z cos y. ■ 
ïP ' X cos t — y cos a) = o . 

L<.*s couples se détruisant indépumlai:' 
n'ex(Teent aucun cllbrt sur lui . «i nv 
pr(; le système;. Le point iixr 11*4^1 ilui-. : 
résultante d(»s forces SPcos^t , XPi\«f : . 
snltante est égale (;t opposer à \ i î îi 
point ])our établir réquilil)!'!*. 

i2. (Jus fVun axe fixr. — 51 • 
sont iixrs , tous les points sinif^ î 
fernu; sont invariables de j)0'^i.i. 
mc^nie cas (pn* s'il était a>-:ij. lu . 
fixe, dont les points sci.::. m.* 
sens une lésislanci* ind •]}: 
pour axe des r:, les Uni-, 
seront détruites, ain^i «li! ' 

i 

les deux plans qui |».t>- 
de levier pourraient rii 
\w reste donc jilus «pi 
plan .»■) , il (|iii ne >;«:' 
ronilîtion iit'eesN.iiret* • 
lia IIS e»* ea<. 






■ A- îlInMlcnl «II" (J. I >*' 

•mincni ilc lii jorcf.' ^ 
junie ali:('*lirî(iiie d*- * 



^ équations déquilibi'^ 
■.'<7//.v (le toutes les for^ 
uiij^uUures . sont sépa-^ 



(•>} 



iP 



Pour ri'.in litu i - 
conn>OM r :< >; li«rrrs<r' 
plan /.\ ■■! Il î'Hit > •' 
peu.!i<u!.iîi:- .1 » a\i 
auqiit' < '- «••'■ .:a. ■■" 



<if (inj/l(tn fixe. 

^ r et ) celui sur lequel 
■•.ieleon(|ue de points. Ce 
V .'S noiiuales et de même 
let avec le corps , et ces 
^;d tante normale égale à 
e que toutes les forces 
-^'.dtanlc parallèle à Taxe 
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desjz : d'où résultent les équations 

2P cosa == o, 2P cos6 = o, 2P(ar cos6 — y cosa) =: o. 

De plus, en composant successivement les forces dévelop- 
pées par le plan fixe , on reconnaît facilement que leur 
résultante ne peut avoir son point d'application en dehors 
du polygone convexe qui renferme tous les points de con- 
tact : il est donc nécessaire que la résultante de la force 
2P cosy et des deux couples situés dans les plans ZX , ZY, 
ait son point d'application dans l'intérieur de ce même 
polygone et tende à appuyer le corps sur le plan. Récipro- 
quement, si cette condition est remplie, l'équilibre aura 
lieu , parce que cette résultante pourra toujours être dé- 
composée en forces normales au plan et appliquées aux 
divers points de contact. 

Ces forces devront satisfaire aux trois équations données 
par la théorie des forces parallèles*, elles seront donc in- 
déterminées, s'il y a plus de trois points; elles le seront 
même dès qu'il y en aura plus de deux en ligne droite. S'ils 
y sont tous, le point d'application de la résultante devra 
se trouver sur cettedroite -, enfin , s'il n'y avait qu'un point 
de contact , il serait nécessaire qu'il fut situé sur la direc- 
tion de la résultante. 

Conditions pour qiiitn système de forces ait une résul- 
• tante. Détermination de cette résultante, 

46. Pour qu'un système de forces, non en équilibre, soit 
réductible à une force unique, il est nécessaire et suffisant 
tju'en introduisant une force convenable , on établisse 
l'équilibre 5 car le système proposé pourra être remplacé 
par une force égale et opposée à celle-ci. Or, nous avons vu 
que tout système de forces appliquées à un corps rigide , 
pouvait être réduit à une force et un couple*, il est donc 



^4 ooms DK MBc&viQfrm. 

nécessaire que cette force et celle que l'on 
truûent le couple résoltant. Qr, ces deux forces peavent 
toujours se réduire à un couple el une force , et il faut que 
<:ette dernière soit zéro; car. sans cela . il faudrait qm'dle 
fi&t en équilibre avec le couple résultant des deux autres. 
Les deux forces doivent donc former un «x>uple qui dé- 
truise le couple résultant du sTStème donné. Il faut donc 
que la force résultante soit parallèle au plan du cou^e ré- 
sidtant , et ne soit pas nuUe. Et réciproquement « s^il en est 
ainsi , il existera une force qui formnra , airec la force ré- 
sultante, un couple qui détruira le couple résultant; et, 
par conséquent . le système proposé sera réduit à une seule 
force. Pour exprimer analytiquement cette condition, po- 
sons, pour abréger, en supposant les axes rectangulaires, 

ZPcosa = X, lPcos6 = Y, lPcos7 = Z, 
lP(j^cos7 — zcos€)=L, ïP(«cosa — x 0057)=: M, 

ZP{jr COSÇ — /COSa)rr:N. 

La résultante des trois forces X , Y, Z fait avec les axes 
des angles dont les cosinus sont respectivement propor- 
tionnels à ces forces ; et , de même, Taxe du couple résul- 
tant des trois couples dont les axes sont dirigés suivant les 
axes des coordonnées, fait avec ceux-ci des angles dont 
les cosinus sont proportionnels aux moments L, M, N de 
ces couples. Or, pour que la résultante des forces X , Y, Z 
soit parallèle au plan du couple résultant, il faut qu'elle 
fasse un angle droit avec Taxe de ce couple 5 ce qui donne la 
condition 

(4) LX -f- MY -h NZ z= o. 

Telle est Téquation qui , dans le cas des axes rectangu- 
laires, exprime que le système des forces données est ré- 
ductible à une seule force , pourvu que les quantités X , 
Y, Z ne soient pas toutes trois nulles. Nous verrons, tout 
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\o ras des axes oblî- 
' i rf'sultante du 
- i\r la manière 

-on point d'appli- 

- : i I V aura équilibre 

.■nv loïc*; appliquée au 

rju;ai<ms générales de Téqui- 
\ . ^ . / les sommes des conoipo- 



Y --- y, Z, = Z; 

\.3. - Z,.r. = M, Y.x. — X.7. = N; 

• l'-imui.. SI 1 on satisfait à ces équations, il y 

^ *:iiiiil(' appliquée? au point (j"i, J^t, ^i), et 

>)iir «(miposatiti's Xi, Y,, Zi. Les trois premières 

■jiMilrr Ks composantes de la force cherchée, et, 

* :!i<-. la direclion de cette force et sou intensité. Les 

= - Mil lis déli'rminent les cooi*données de son point d'ap- 

l'inaiioii, et d(!\ionnent, en vertu des premières, 

Z V, — Yz, = L , Xz, — Zar, = M , Y-r, — Xj, = N. 

^^'. si on les ajoute après avoir multiplié la première 
l'iii' i. , la seconde par M , et la troisième par N , on 

•l'Olive 

:5' LX -h MY -+- NZ = o, 

équation nécessaire pour qu'il n'y ait pas incompatibilité, 
et par suite pour qu'il y ait une résultante. Les trois équa- 
tions se réduisent donc à deux quelconques d'entre elles , 
i?l comme elles sont du premier degré par rapport à a*, r? ^ » 
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elles dctcrmiiieut une ligne droite. Le système peut donc 
être remplacé par une force dont les composantes sont 
^X, Y, Ta y et appliquée en un point quelconque de cette 
droite qui, par conséquent, ne peut être autre chose que 
la direction même de la résultante. C'est ce qu'on recon- 
naît d'ailleurs d'après ses équations , qui montrent qu'elle 
est parallèle à la résultante des forces X , Y, Z. 

On a donc retrouvé , par cette nouvelle voie , la condi- 
tion (4) \ et , comme ce calcul est indépendant de^la direc- 
tion des axes, elle se trouve démontrée avec une plus 
grande généralité. 

47. Lorsque l'équation (5) n'est pas satisfaite, le sys- 
tème n'a pas de résultante , mais il peut être réduit à deux 
forces non situées dans un même plan. En elTet, il peut 
être remplacé par un couple et une force non parallèle au 
plan du couple, et l'on peut toujours faire en sorte que 
cette force rencontre Tune de celles qui forment le couple. 
Or, si l'on compose ces deux forces appliquées au même 
point , et dont Tune n'est pas comprise dans le plan du 
couple, elles donneront une résultante qui ne sera pas 
située dans ce plan. Le système sera donc réduit à deux- 
forces non situées dans un même plan. 

Une construction inverse ferait voir réciproquement 
que deux forces non dans un même plan peuvent être 
remplacées par un couple et une force non parallèle à son 
plan, et que par conséquent elles n'ont pas de lésultante. 
On peut encore démontrer très-simplement cette propo- 
sition , sans s'appuyer sur la théorie des couples. En effet , 
si deux forces , non dans un même plan , avaient une ré- 
sultante, il y aurait équilibre en introduisant une force 
égale et contraire. Cet équilibre ne serait pas dérangé 
en liant les points du système à une droite fixe, et choisie 
de manière qu'elle rencontre la direction de la force in- 
troduite et de l'une des proposées sans rencontrer Tautre; 
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ce qui est possible (F une infinité de manières. Mais alors 
deux des forces étant détruites , il faudrait que la troisième 
le fût; ce qui n'est pas, puisqu'elle ne rencontre pas l'axe. 
Donc les deux forces n'avaient pas de résultante. 

Résultante de forces dans un même plan, 

« 

48. Si toutes les forces sont dans un même plan , on 
prendra les axes des x et desj^ dans ce plan; les compo- 
santes et les coordonnées parallèles à l'axe des z seront 
nulles ; on aura donc Z = o , L = o , M = o , et la ré- 
sultante sera déterminée par les équations 

X. =X, Y. = Y, Y^, — X/. = N. 

Les deux premières détcrniii\ent la grandeur et la direc- 
tion de cette force •, la troisième est celle d'une droite 
dont tout point peut être considéré comme le point d'ap- 
plication de la résultante : c'est donc l'équation même de 
la résultante. Elle deviendrait impossible si l'on avait 
X = o, Y = o, sans avoir IN = o -, ce qui s'accorde avec 
la remarque générale faite précédemment : les forces se 
réduisent alors à un couple. Toutes les fois que l'on n'a 
pas X = o, Y == o, la résultante existe sans autre con- 
dition , et l'on peut remarquer que la condition générale 
exprimée par l'équation 

LX -f MY H- NZ = o 
ost satisfaite, puisque l'on a 

L = 0, M=:0, Z."=Oi 

La troisième équation , qui détermine la résultante , 
peut être mise sous une autre forme , en introduisant , 
comme précédemment (n'* -40) , les moments des forces par 
rapport à l'origine. 
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mouvement. La cause de ces phénomènes se nomme pe^ 
sauteur. La surface de la terre , ou mieux de la mer, étant 
à peu près sphérique , la perpendiculaire à la surface des 
eaux tranquilles passe sensiblement par le centre de la 
terre , et change par conséquent de direction avec la po- 
sition sur la surface ; son intensité change quand on s'éloi- 
gne ou qu'on s'approche du centre, et dans le même rap- 
port pour tous les corps. 

Maïs ces variations ne sont pas sensibles dans une petite 
étendue , et l'on peut regarder les verticales comme paral- 
lèles, et la pesanteur comme constante, pourvu que Ton 
considère des points peu éloignés les uns des autres relati- 
vement au rayon de la terre. 

Au reste , il n'est pas besoin de connaître la figure de la 
terre pour constater, par expérience, le parallélisme des 
verticales et la constance de la pesanteur dans une étendue 
beaucoup plus considérable que les dimensions des corps 
que nous avons en vue de considérer ici. Nous les admet- 
tons donc comme des données fournies par des expériences 
directes. 

La pesanteur sollicite les parties intérieures des corps 
comme les parties extérieures. Il faut faire le même effort 
pour supporter un corps entier, ou les parties dans les- 
quelles on le divise \ et, s'il est creux , les corps que Ton y 
renfermera exerceront le même effort que s'ils étaient 
placés à l'extérieur. Nous pouvons donc regarder cette 
force comme agissant sur toutes les parties qui composent 
les corps 5 et nous en verrons une confirmation complète 
dans le mouvement qu'ils prennent suivant la verticale. 

En appliquant la théorie des forces parallèles à celles 
qui proviennent de la pesanteur, on reconnaît d'abord 
qu'elles ont une résultante qui leur est parallèle , et est 
égale à leur somme 5 on l'appelle le poids du corps. 

En second lieu, cette résultante a son point d'applîca- 
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tiou indépendant de la direction des forces relativement 
au corps. C'est le centre des forces parallèles produites 
par la gravité. On lui donne le nom de centre de 
gravité, 

SI . Lorsque la matière qui compose le corps est homo- 
g^ène, les volumes égaux ont des poids égaux. Si la matière 
de deux corps homogènes est dilïereute , le poids est géné- 
ralement différent pour des volumes égaux. On appelle 
poids spécifique d'une substance homogène le poids de 
l'unité de volume, ou, ce qui est la même chose, le rap- 
port du poids d'un volume quelconque de cette substance 
à ce volunie même. Dans les Tables que l'on a formées, on 
rapporte ces poids spécifiques à celui de l'eau distillée, 
prise à la température où sa densité est la plus grande, et 
qui est d'environ 4 degrés au-dessus de zéro \ quant aux 
autres corps, on les suppose pris à la température zéro. 
Les moyens employés pour sa formation se rapportent à 
la physique, et nous ne nous en occuperons pas. 

Le poids qu'on a choisi pour terme de comparaison est 
celui d'un centimètre cube d'eau distillée, prise au maxi- 
miiinde densité, et considéré à l'Observatoire de Paris; 
on le nomme gramme. Les nombres renfermés dans la 
TÂle des poids spécifiques expriment donc le nombre de 
grammes que pèse un centimètre cube de ces substances , 
prises à la température zéro. 

88, Si le corps n'est pas homogène , lé poids ne sera 
plus proportionnel au volume. Pour se faire une idée nette 
fece que l'on doit entendre par poids spécifique d'une 
substance en un ^înt donné ^ on en considérera une por- 
tion infiniment petite, dont ce point fera partie, et l'on 
prendra le rapport de son poids à son volume ; on aura 
ainsi son poids spécifique moyen ; lorsque ce volume tend 
vers zéro, le rapport tend vers une limite que l'on appelle 
le poids spécifique de la substance en ce point. Si la na- 
1™ année, (> 
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luro de relte sul>slaiicc change d'une manière continue, 
le poids spécifique sera une fonction continue des coor- 
données des différents points ; et si cette fonction est 
donnée , ainsi que la figure du corps , on peut encore se 
proposer d'en déterminer le centre de gravité. On voit, 
d'après cette définition , qu'un volume infiniment petit du 
corps aura un poids qui ne différera que d'une quantité 
infiniment petite, par rapport à lui-même, du produit de 
ce volume par le poids spécifique relatif à l'un quelconque 
de ses points. 

53. Quoique les surfaces et les lignes ne puissent avoir 
de poids , puisqu'elles ne sont que des limites et ne ren- 
ferment aucime partie niatérielle, on les considère néan- 
moins comme ayant un centre de gravité. On suppose alors 
qu'elles sont soumises à l'action de forces parallèles, qui, 
dans le cas de l'homogénéité, donnent des résultantes égales 
pour des parties équivalentes -, et l'on donne l'intensité de 
cette force pour l'unité de surface ou de longueur. En par- 
tant de cette hypothèse, et considérant toujours les sur- 
faces et les lignes comme on le fait dans la géométrie, il 
n'y a rien que de clair dans la recherche du centre de ces 
forces parallèles, qu'on nomme, par analogie, centre de 
grai^ité. 

Si les résultantes n'étaient pas égales pour des aires 
équivalentes, on concevrait, pour un point quelconque, 
une portion infiniment petite renfermant ce point, et on 
prendrait le rapport de la résultante de cette portion à son 
aire. La limite de ce rapport sera déterminée, et nous lui 
donnerons, par analogie, le nom de poids spécifique de la 
surface en ce point *, ce poids spécifique sera une fonction 
connue des coordonnées des points de la surface , et le 
centre des forces parallèles, que l'on désignera encore 
sous le nom de eciilre de gravité, sera entièrement déter-^ 
miné. 
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Les mêmes considérations s'appliquent au cas d'une 
ligne dans laquelle des arcs égaux ne donneraient pas des 
résultantes égales. 

-54. Les corps sont réellement composés de parties très- 
petites, séparées les unes des autres, mais il n'y a aucun 
inconyénieut à les supposer formés d'une matière conti- 
nue 5 car cela ne produira d'autre effet que de changer de 
quantités insensibles les points d'application des forces, et 
il n'en peut résulter aucune erreur appréciable dans les 
résultats. 

55. Lorsque Ton connaît les poids et les centres de gra- 
vité de corps en nombre fini , le théorème des moments 
donne immédiatement la position du centre de gravité du 
système. Si l'on désigne par P un quelconque des poids, 
par x, y^ z les coordonnées de son centre de gravité, et 
par Xy , jx , Z\ celles du centre de gravité du système, on 
aura 

2Px 2Pj 2;ï>2 

-"' = ~W ^" = Tp"' "' == Tp* 

Ces formules subsistent, quel que soit le nombre de 
corps, et quelque petits qu'ils soient chacun. S'ils dimi- 
nuent indéfiniment, et que leur système tende vers une 
certaine limite, les limites des valeurs de x, , j^,, z^ seront 
les coordonnées du centre de gravité de cette limite -, et 
leurs valeurs ne seront pas altérées , si l'on néglige , dans 
tous les termes de ces sommes, des quantités infiniment 
petites par rapport à ces termes mêmes. 

Détermination des centres de gravité. 

56. Lorsque la surface d'un corps de nature quelconque 
est convexe , son centre de gravité est nécessairement dans 
Vintérieur; car, si l'on compose successivement toutes les 

6. 
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forces , eii partant d'un point quelconquie situé dans Vio.'^ 
térieur, les points d'application des rësultantes successiT^^ 
y resteront constamment. Cette simple obsenration per— -^ 
met de ramener au calcul la détermination des centres d^^ 
gravité des corps, sans aucune recherche préalable. U sof--^ 
(ira, pour cela, de les décomposer en éléments infiniment:- 
petits dans tous les sens , parce cpi'alors on pourra prendre 
pour centre de gravité de ces éléments un point quelconque 
de leur surface ou de leur intérieur, ou même en dehors, 
et à une distance infiniment petite \ car on n'altérera 
qu'infiniment peu les coordonnées du centre de gravité de 
chacun de ces éléments y et, par conséquent, son moment 
ne sera en erreur que d'une quantité infiniment petite par 
rapport à lui-même. Donc la limite de la somme des mo- 
ments ne sera pas altérée , et l'on peut établir cette pro- 
position générale : 

Le produit du poids d'un corps par la distance de 
son centre de grai^ité à un plan quelconque est égal à 
la limite de la somme des produits des poids de chacun 
de ses éléments infiniment petits en tous sens y par les 
distances d'un quelconque des points de ces éléments 
respectifs, ou d* autres points infiniment voisins, à ce 
même plan. 

Si le corps est homogène , le poids d'une quelconque de 
ses parties est égal à son volume multiplié par le poids spé- 
cifique de la substance -, mais, s'il ne l'est pas , le poids d'un 
élément sera égal à son volume multiplié par un poids 
spécifique moyen, qui ne difierera que d'une quantité 
infiniment petite du poids spécifique de la substance en 
un quelconque des points de cet élément. Ainsi , dans ce 
cas, on multipliera le volume infiniment petit de l'élé- 
ment par le poids spécifique relatifs l'un quelconque de 
ses points ou des points infiniment voisins, et, en substi- 
inaiit ce produit au poids réel de rélonicnt, il n'en résul- 
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tera aucune erreur dans la limite de la somme des poids et 
de leurs moments. 

Il est facile de voir comment toutes ces considérations 
s^appliquent aux surfaces et aux lignes. jNous allons les 
examiner successivement. 

Centres de ijravité des lignes. 

57. Les équations d'une ligne dans l'espace détermi- 
nent deux coordonnées eu fonction de la troisième , par 
exem.ple ^ et ^ en fonction de x. L'expression de l'élé- 

/ dv^ dz' 

ment de la ligne est ^i/ i + -^ + -^^ = ds^ et son poids 

pds^ p étant une fonction connue de x^ qui exprime le 
poids spécifique de la ligne au point que l'on considère. 
En appelant P le poids dont les extrémités correspondent 
aux ahscisses Xo^ X , on aura 

pds, Pa:,= I pxds, 

/»X /»X 

Pj,= I pfds, Pz,= I pzds; 

d'où l'on tirera P, ^i , J^i , -^i- 

p 
Si la ligne est homogène , p est constant , - est la lon- 
gueur s de l'arc , et l'on a simplement 



J/»X /^X 

I fds, szi= I zds. 
x„ «/ar„ 



Si la ligne est plane , on la supposera dans le plan XY, 
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forces, en partant d'un point quelconque si 
térieur, les points d'application desrésull 
y resteront eoiistamment. Cette sinipli 
met de ram*iner au calcul la détennin 
gravité des corps, sans aucune recli'i 
lira, pour cela, de les déconiposci - 
petits dans tous les sens , parce <ji: 
pour centre de gravi lé de ces éli'iii» ■ 
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•//If ion. — Le centre de gravité 

liomogène est situé sur sou 

r, ou aura^i = 0, Zi =o, 

' ronsidère la partie de 

lans correspondants 

I soTi aîrepar A, 
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m: 
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r hi surface est plan e^ 

■« ilaiis sou plan. 
'{»|>liqu<Tout à ce cas en y 
■ V i:-iiiM'iit alors 

} • Il pudxdy, P/, =r fj'pfdxdy. 

: i\ alioui par rapport ky entre les deux valeurt» 

-.':ii 'Ic.^ I onctions de x dounées par l'équation de 

".ni tcriniiK» la surface. On aura ainsi des fo ne - 

- i / <jn <m intégrera entre les valeurs extrêmes Xo, X. 

Si la sin l'ace csl honiofijène, p est constant^ - est Taire 

" ' p 

. cl Ton aura 

A z=:ff(lx(ly, Ax, = ffxdxdy, A/, == ffydxdj]. 



— / (Y — 7o)^/^, Au;, = i (Y— j«).iY/u-, 
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>l . Corps solides, — Décomposons le coips m um» in- 
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fini té de tranches par uue série d(; plans perpendiculaires 
à Taxe des x,* coupons-le ensuite par une série de plans 
perpendiculaires à l'axe des y; les parties comprises entre 
deux plans consécutifs d'une série et deux plans consé- 
cutifs de l'autre seront précisément celles que nous avons 
con3idérées dans la mesure des volumes en général. Mais, 
romme nous devons prendre ici des éléments infiniment 
petits dans tous les sens, nous supposerons une troisième 
série de plans perpendiculaires à l'axe des ^, et le corps 
se trouvera décomposé en parallélipipèdes rectangles 
ayant pour arêtes dx^ dy, dz. 

Pour chacun de ces parallélipipèdes dont les coor- 
données de deux des sommets sont x, y, z et x ~{-dx^ 
y + dy^ z + dz^ on prendra x,y^ z au lieu des coordon- 
nées du centre de gravité , et la fonction p qui exprime le 
poids spécifique sera rapportée aux nièmes valeurs x^y^ z ; 
nous avons prouvé que la limite de la somme des moments 
n'en sera pas altérée. De cette manière le poids et les 
moments de cet élément par rapport aux plans coordonnés 
pourront être remplacés respectivement par 

pdxdydz, pxdxdydz^ pydxdydz, pzdxdydz. 

Soient Zq^ Z les fonctions de x et y qui expriment les 
ordonnées de la surface inférieure et de la surface supé- 
rieure du corps ^ on fera d'abord la somme des éléments en 
supposant que xety restent constants , et que z passe par 
toutes les valeurs entre Zq et Z -, c'est-à-dire qu'on inté- 
grera ces expressions par rapport à z entre les limites 
Zo, Z, et l'on obtiendra ainsi des fonctions de x ety seule- 
ment, qui exprimeront le poids et les moments de la par- 
ties du corps comprise enlr(; quatre plans infiniment 
Noisjns, dont deux sont perpendiculaires à Taxe des .r et 
les deux autres à l'axe des i . Ces fonctions auront poiu 
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expressions 

pdz, xdxdy j pdz^ 

-Z /»Z 

rdxdy j pdz, dxdy I pzdz. 

Pour avoir le poids et les moments du volume compris en- 
tre les deux plans perpendiculaires à l'axe des x , il faudra 
intégrer ces fonctions de x et j" par rapport kj en considé- 
rant X comme constant, et prenant pour limites à^y les 
deux fonctions de x qui expriment les ordonnées de la 
courbe qui est la projection de la surface sur le plan XY, 
et que nous avons donné le moyen de déterminer dans le 
Cours d'analyse. Désignant par^'^o et Y ces fonctions 
connues de x, les sommes relatives à la partie comprise 
entre les deux plans seroii t 

/»y /»Z /.y /.Z 

dx I €ly I pdz, xdx j djr j pdz, 

r.Y ^Z /»Y /»Z 

dx I ydy 1 pdz, dx j dy i pzdz. 

Ces quatre expressions ne renferment plus que la varia- 
ble x, et on les intégrera entre les deux valeurs de x re- 
latives aux deux plans perpendiculaires à l'axe des x entre 
lesquels le corps se trouvera compris. Ces valeurs Xç^ et X 
sont, en général, celles pour lesquelles les plans tangents 
au corps sont perpendiculaires à l'axe des x. Dans tous les 
cas, on saura les déterminer d'après la forme de la surface, 
3t les expressions des sommes seront respectivement 

/.X /.Y /.Z /»X /.Y /.Z 

1 dx I dy j pdz, j xdx j dy j pdz, 

..X ^Y /»/ /»X /.Y /•/ 

I d:r I ydy I pdz, j d.r j dy j pzdz. 
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fiojté de Irajiehia par une série de {dans | 
à Taxe des x; ooopoiift-le ensuite par on 
perpendiciilairesi Taxe des jr; les parties 
deux plans coniécati& d'une série et dei 
nitils de Fautre seront précisément cellei 
conm^rées dans la mesure des Yolumes ei 
cromme nous devons prendre ici des âéai 
petits dans tous les sens, nous supposeron 
série de pl^s perpendiculaires à Taxe de 
se trouvera décomposé en parallélipip 
ayant pour arêtes dx^ dj^ dz. 

Pour chacun de ces parallélipipèdes 
données de deux des sommets sont Xy y 
j + djr^ z + dz^ on prendra x^y^ z auli 
nées du centre de gravité , et la fonction p 
poids spécifique sera rapportée aux n^èmes 
nous avons prouvé que la limite de la somi 
n'en sera pas altérée. De cette manière 
moments de cet élément par rapport aux pi 
pourront être remplacés respectivement \y 

pdxffydz, pxdjcdydz, pjrdxdjrdz, 

Soient Zqj Z les fonctions de x ety c\y 
ordonnées de la surface inférieure et dt- , 
rieure du corps ; on fera d'abord la somn 
supposant que xeiy restent constants , f 
toutes les valeurs entre Zq et Z ; c'est-ï< • ' 
grera ces expressions par rapport à r 
^0) Z , et l'on obtiendra ainsi des fonclii / . 
ment, qui exprimeront le poids et les i,r-^ 
tie du corps comprise entre quati'" 
\oisJns. dont deux sont perpendiculaw 'in 
Jes d«*ux autres à laxc des i . Ces IV» r 
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fjifin , si l'on pouvait reconnaitre iminédiatemeut le 
centre de gravité de la partie comprise entre deux plans 
infiniment voisins , perpendiculaires à Pun des axes , par 
ex^nple à l'axe des x , on prendrait ces parties pour les 
éléments du corps , et il n'y aurait que la seule variable 
x dans l'expression de leurs moments par rapport à YZ; 
une seule intégration donnerait donc le centre de gravité 
du corps, si ceux des éléments étaient sur une ligne 
connue. Nous allons en donner quelques exemples. 

62. Solides de résolution. — La substance qui com- 
pose le solide de révolution étant supposée homogène , il 
résulte de la symétrie que le centre de gravité est situé sur 
l'axe , soit qu'on considère le corps entier , ou une partie 
comprise entre deux plans perpendiculaires à cet axe. Si 
pour plus de simplicité on le prend pour axe des jc, il suf- 
fira de trouver Xt parce que j*i et Zi seront nuls. On aura , 
dans ce cas , les deux équations suivantes , dans lesquelles 
Y et^o désignent les ordonnées des deux courbes qui ter- 
minent l'aire génératrice située dans le plan x,j^ : 

d'où l'on tirera V et x, . 

63. Cylindres, — Si Ton considère un cylindre homo- 
gène ayant une base quelconque terminée par un contour 
polygonal ou curviligne, et qu'on le partage par des plans 
parallèles aux bases , la somme des moments est nulle par 
rapport au plan également distant des bases; le centre de 
gravité est donc sur ce plan. 

Si l'on conçoit ensuite un système de plans infiniment 
voisins, parallèles entre eux et aux arêtes, le cylindre se 
trouvera décomposé en parallélépipèdes dont les bases 
seront les éléments des bases du cylindre, et dont les 
moments seront proportionnels à ceux de leurs bases par 
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rapport à tout plan parallèle à leurs faces finies. Donc les 
sommes des moments , soit des faces , soit des parallélépi- 
pèdes, seront nulles pour le même plan. Donc tout plaù 
parallèle aux arêtes, et passant parla ligne qui joint les 
centres de gravité des deux bases, contient le centre de 
gravité du cylindre. Donc ce point se trouve et sur cette 
droite , et sur le plan équidistant des bases ; û est donc 
au milieu de la droite qui joint les centres de gravité des 
deux bases. 

64. Si le corps était rapporté à des coordonnées polaires, 
on emploierait le mode de décomposition indiqué dans le 
Cours d'Analyse; mais on chercherait encore les coordon- 
nées rectangulaires du centre de gravité. Les équations 
entre les coordonnées rectangulaires et polaires sont 

3 = rcos0, a:=rrsin0sin>p, / =rsinÔcos^p. 

Nous avons vu que l'élément du volume avait pour 
expression /'* sin dO d^ dr. Donc l'élément du poids 
sera pi^ sinl d9 d^ dr ^ et son moment par rapport à 
chacun des plans s'obtiendra en multipliant cette expres- 
sion, successivement par x^ y^ z ou leurs valeurs en 
0, (p, r. On aura ainsi 

P = SSJpr '' sin d^ d^ dr , 

pjt, = S S S p''^ *^^' ® ^^* ^ ^® ^^ ^''» 

Vy , = fffpr 3 sin' ô sin -^ dB d^ dr, 
Pz, = fffpr^sinO cosOdBd^ dr. 

Les limites de ces intégrales sont les mêmes que celle» 
que nous avons indiquées dans la cubature des solides. 

Diverses propriétés des centres de gravité, 

65. Soit un nombre quelconque de corps ayant respec- 
tivement pour poids/?,//,//', ei dont les centres de 
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gravite respectifs soient distants du centre de gravité de 
leur système, de quantités p , p' , p",. . . ; prenons ce centre 
pour le point de rencontre de trois axes rectangulaires 
avec lesquels W lignes p, p\p\.,. font les angles 
a, 6, y, a', 6', y',.... Le théorème des moments donnera, 
relativement aux trois plans coordonnés , 

( I ) Ipp cos a = o, 2/7p CCS 6 = 0, Ipp ces 7=0. 

Donc il y aurait équilibre entre des forces appliquées 
à un point situé à l'origine^ c^est-à-dire au centre de 
gravàé du système , dirigées suii^ant les droites p^ p\,..^ 
et proportionnelles aux produits pp, pp\ La réciproque 
est évidente. 

Si les poids p^ p\. . , sont égaux, les forces sont pro- 
portionnelles aux distances du centre de gravité du sys- 
tème, aux centres de gravité des poids égaux qui le com- 
posent. 

66. Si maintenant on ajoute les carrés des premiers 
membres des équations (i), on obtient, en désignant par 

pp' Tangle des deux rayons p et p', 

2/>*p* + 2 2pp'pp' cos pp' = G. 

Mais p* +p'* — "^pp cos pp' = /•*, r étant la distance des 
centres de gravité des corps p^p'-, donc 

2/?^p» + 2/?/(p' H- p'' — r») = o. 

Tous les termes qui renferment p* ont pour expression 
pp* (^pj^p'j^p"^,,,^^ et l'on en trouverait de sem- 
blables pour p'*, p"', etc. . . ; de sorte qu'en posant 
pj^p j^p"j^, . .=P, on aura 

P 2y?p^ = 2/2/2'r'. 

Si tous les poids sont égaux et en nombre m, on a 
2/**= m^p'^* 



■r^» 





1^ 

J 

des moifiMii, màtâmhea^ wA^ÊÊÊ^ri 
pidct, senmt nulles poor le même flmi» Donc t< 
parilMr am arêtes^ et pmmnt pttrbBgneqai 
ifmii de grarîté des deux hases, condent le i 
gravité du eylindre. Donc ce poiiit se trmiTe et 
dkroite, et sur le plan éipridiitant des bases ; 3 
mÊSiem de la droite ipdjami les centres de ft 



M. Si le eorps était rapporté à des coordonné' 
on empIdMrait le mode de décoo^ontion indli. 
Cùmrs d^jénafyse^ mais on chercherait encore 1( 
nées rectangnlaires dn centre de gravité. Le- 
entre les coordonnées rectangnlaires et polah ' 

2=rcos9y jr=rsm9sini|»» ^'=rsiiiG 

Nons avons vn que Félément du volume 
expression j^ànOdBd^dr. Donc Télëmcr 
sera pf^ sin'k dO d^ dr ^ et son moment pa^ 
chacun des plans s'obtiendra en multipliaut r 
sion, successivement par x, /, z ou leur 
9^ ^j r. On aura ainsi 

P = fffpr'sin B dO d^ dr, 
P-r, = fffpr^ sin» Ô cos ^ dQ d^h < 
Pj 1 = fSfpr * sin' ô sin ^ dB d^ dr 
Pz, = fffpr^miO cos BdBd^ dr. 

i^es limites de ces intégrales sont les nièr^ 
cjuc nous avons indiquées dans la cubature ot^ 

Diverses propriétés des centres de * 

65. Soit im uond)re quelconque de coij*' ' 
tivomi'nt pour poids />,/?',//' , et doni 
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leux parallèles à Taxe des j correspoiidaiiles aux abscisses 
To, X, a pour expression 

Mais Tordonnée ji du centre de gravité de la surface en 
question, dont nous désignerons Taire par A, est donnée 
par l'équation 

donc 

V=: 27r7,A, 

et, par conséquent, /e volume engendré par une aire 
plane tournant autour iVun axe situé dans son plan est 
égal au produit de cette aire par la circonférence décrite 
par son centre de grav^ité. 

68. La surface A, engendrée par la révolution d'un arc 
de courbe plane tournant autour d'un axe situé dans son 
plan, a pour expression 

A =r 27r 1 yds. 

Mais l'ordonnée y^ du centre de gravité de l'arc s est 
donnée par l'équation 



donc 

A m 27rr,J, 

et, par conséquent, Vaire engendrée par un arc de courbe 
plane y tournant autour d'un axe situé dans son plan y 
est égale à cet arc multiplié par la circonférence dé" 
ente par soji centre de gray^ité. Ces deux propositions 
constituent ce qu'on appelle le théorème de Guldin. 



•\ 



^ m 
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Cette dernière proposition est un ca» p«nî 
suivante, où Ton suppose que rorîginedéij 
est un point quelconque de Téspace. Lé th 
moments donne alors, en représentant par 
menée d<! Porigine au centre de gravité du ; 
par a, i, c les angles qu'elle fait avec les axes 

PR cos a = 2/7p ces a, 
PR cos b = Z)9p cos €y 
PR cos c = Ipp cos 7 ; 

d'où, en ajoutant les carrés des membres d( 
tions et observant que les seconds membres son 
que dans le cas précédent, 

P^R» = V^pf — l.pp^r\ 

De cette équation on conclut que si la dis 
centre de graine d'un système à un point fioi 
que j*estant àonstante, ce système im^ariablt 
se déplace d'une manière quelconqucy la son/ 
duits des poids par les carrés des distant 
centres de grai^ité à ce point fixe sera con- 

En effet , R étant constant ainsi que les < 
signées par r, il en résulte que Spp* est consi 

On voit encore que ^pp^ est le plus petit y 
Rr^o, et, par conséquent, le centre de gia^ 
tème jouit de cette propriété , que la sotnnu 
des poids par les carrés des distances de le- 
gravité respectifs à ce point est un nùninm 

Théorème de Guldin. 

67. Le volume V, engendré parla surl'ai 
prise entre deux courbes dont les ordonntNv, » 
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deux parallèles à Taxe des ) correspoiidanles aux abscisses 
.r©, X, a pour expression 

Mais Tordonnée^, du centre de gravité de la surface en 
question, dont nous désignerons l'aire par A, est donnée 
par Téquation 

donc 

et, par conséquent, le volume engendré par une aire 
plane tournant autour d'un axe situé dans son plan est 
égal au produit de cette aire par la ciiTonférence décrite 
par son centre de granité. 

68. La surface A, engendrée par la révolution d'un arc 
de courbe plane tournant autour d'un axe situé dans son 
plan, a pour expression 

A =r 27r 1 yds. 

Mais l'ordonnée ri du centre de gravité de l'arc s est 
donnée par l'équation 



■ donc 

A =r= -j.TtyySj 

et, par conséquent, Vaire engendrée par un arc de courbe 
plane y tournant autour d'un axe situé dans son plan^ 
est égale à cet arc multiplié par la circonférence dé" 
crite par son centre de gravité. Ces deux propositions 
*!Onstî tuent ce qu'on appelle le théorème de Guldin, 
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Les aires ou les volumes décrits dans une partie quel- 
conque de la révolution étant proportionnels à Tangle 
dont la figure a tourne, il s'ensuit que, pour en avoir la 
mesure, il faudra prendre l'arc décrit par le centre de 
gravité au lieu de la circonférence entière. 

69. Si une surface plane tourne successivement autour 
de plusieurs axes , le volume engendré s'obtiendra en mul- 
tipliant son aire par la somme des arcs parcourus par son 
centre de gravité. Cette proposition, étant indépendante 
de la distance des axes, a lieu encore quand ils se succè- 
dent à des distances infiniment petites, pourvu qu'ils 
soient toujours dans le plan de la surface mobile ; et, dans 
ce cas^ deux axes consécutifs peuvent être parallèles ou se 
rencontrer. 

Par exemple , si l'on suppose une courbe plane , et que 
la surface génératrice se meuve de manière que son plan 
soit toujours normal à cette courbe et soit toujours percé 
par elle au même point, et que tous les points n'aient que des 
mouvements parallèles au plan de la courbe directrice , on 
peut regarder un pareil mouvement comme produit par le 
développement du plan de la génératrice qui serait en- 
roulé sur le cylindre qui aurait pour base la développée 
de la directrice : il est la limite du mouvement qui aurait 
lieu autour d'axes perpendiculaires au plan de la directrice 
et qui tendraient indéfiniment vers les arêtes du cylindre 
en question. 

Si , pour plus de généralité , on considère une courbe à 
double courbure décrite par un point constant du plan 
de la surface génératrice, et qu'on prenne pour axes suc- 
cessifs les perpendiculaires menées par les centres de cour- 
bure de la directrice aux plans osculateurs, on pourra 
encore appliquer la même proposition 5 car, quoique ces 
axes successifs ne se coupent réellement pas, on peut, en 
lie considérant que les limites, négliger l'erreur qui en 
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résulterait , parce que leur distance est une quantité 
infiniment petite d'un ordre supérieur au premier. 

On peut se représenter ce mouvement en supposant que 
le plan de la surface génératrice soit enroulé sur la sur- 
face polaire de la directrice, qui est le lieu des axes autour 
desquels s'exécutent les mouvements successifs. Si Ton dé- 
roule ensuite ce plan sans glissement , il sera constamment 
normal à la directrice , et sera toujours rencontré par elle 
au même point. Par cette suite de rotations infiniment 
petites , la surface donnée engendrera un volume égal au 
produit de son aire par la courbe décrite par son centre 
de gravité. Pour que ce théorème ne subisse aucune mo- 
dification, il faut supposer que la surface génératrice ne 
vienne jamais couper les axes de rotation successifs. 

P^olume du cylindre tronqué, 

70. Le volume |d'un cylindre tronqué dont la base est 
sur le plan XY et les arêtes perpendiculaires à ce plan est 
exprimé par V =ffzdxdy , z étant l'ordonnée du plan , 
et les limites des intégrales étant déterminées par le con- 
tour de la base qui peut être composé de lignes droites ou 
courbes. Mais si l'on appelle (f l'angle des plans des deux 
bases, les éléments de l'aire de la base supérieure sont 

— ^: cette aire totale sera ■- , en désis^nant par A la 

cosç ' ces <p ' ^ ^ 

base inférieure , et l'ordonnée du centre de gravité de la 
base supérieure sera donnée par l'équation 



A 

■s z 

COSf 



, =r 1 1 *^ —^ ou Az, =: f ïzdxdy, 

JJ costp JJ 



Donc V= A-^i. Le volume est donc égal à sa base multi- 
pliée par la perpendicidairc abaissée du centre de gravité 
de la base supérieure sur le plan de la base inférieure. 
I '* année, 1 
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Le volume d'un cylindre tronqué est égal au produit 
dune des bases par la perpendiculaire abaissée du 
centre de gravité de r autre sur le plan de la première. 

Applications des formules précédentes, 

74. Arc de cercle. — Soient R (Jig> ay) le rayon AB 
de Tare 1VI> , B le milieu de cet arc ; posons 

La symétrie de Tare par rapport à Taxe des x moiitrt* que 
8on centre de gravité est sur cet axe; on a donc > i = o; 
et Xi sera donné par Téquation suivante : 

/jr, = fxfls = Rfds C08 — = R» sin — + C = Rc. 
Ainsi on a la proportion 

/ :r :: R : x,. 

72. Ârc de cyclo'ide, — L'équation difierentielle de la 
<7cloïde rapportée k son sommet est 






y 



2«— r 

t'I donne 

^^11 anra donc, eu faisant commencer Tare au sommet^ 

5 = 2 Vaaj, 

v, , z=Jjrds=s/iiafy^flf=: -y- x' » 
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J SX 
et comme sxx doit être nul , pour jy^ = o , on aura 



C = 



i6a^ 



3 ' 
d'où 

7o. Arc de parabole» — Soient 

j» = 2/?ar, ydjr =^pdx^ 
on aura 



en supposant que Tare commence au sonmiet et par co 
sequent devienne nul pour y =0 ; on trouvera ensuite 

'y<=j,Sy<iyyl7+p*=^{y'-^p'?—j^ 






On connaîtra donc ainsi x^ eljx . 

74. Aire du tiiangle, — On prendra l'origine à Y 
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1.6â sommets, et Taxe des x perpendiculaire à la base. Les 
Iroites dont les deux autres côtés font partie auront des 
équations de la forme 



X = mx , jr = m'x. 



Soient a la base et h la hauteur, Faire du triangle sera 
égale à — , et l'on aura ensuite 

2 

— *i = (iw' — m) Jx^dx = [m! — w) ^ 9 

» 
faisant x = A et désignant par p l'ordonnée ^ h du 

"liilieu de la base , il vient 

2k ip V, p 

ï^a dernière équation montre que le centre de gravité se 
•-i^uve sur la droite qui joint le sommet au milieu de la 
*^ase-, et la première indique qu'il est situé aux deux tiers 
<lc cette ligne à partir du sommet , ou au tiers à partir de 
Ubase. 

78. Aù^e du cercle. — Soit j^' = R' — x^ l'équation 
du cercle, et cherchons le centre de gravité de l'aire com- 
prise entre deux parallèles à l'axe desj^, correspondantes 
^Qx abscisses x^y x. Nous aurons , en désignant les aires 
par la lettre A, 

3 A 

supposant a: = R, il vient 
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et 



A=R'arccos^ — x^ ^R' *- < 

R. 

Si , de plus, j^o = o 5 on aura 

A- — , œ.^- 

Si, au lieu d'un segment, on coii>J 
question se ramène de suite à trouviM' 
d'un are de cercle. En effet, le secteur 
conmie la limite d'une infinité de tria:../. 
met commun au centre. Les centrcj» ... 
ments sont équidistants et situés sur .-• 
pris entre les mêmes rayons que le { 

même centre avec un rayon égal l\ 

vite du secteur sera donc le mèmi- 1^ 

76. Aire de la parabole. — S< 
en considérant l'aire comprise eutii 
née et l'arc ^ 

A= — r — X ^ , Aj:, ^=zJ XYilx ^^ ^ . 






Ar, = |//V/a'- 
d'où 



^K..t - -./' 






77. Aire de la cycloïdc, - 
rapportée à son sommet est 



dx _ I 
7h ' V 




•^' 



rATIQDB. 



io5 



/'• 



'lY 



.' 4-C'. 
le la parabole, on 



'rr/y" 



i5 



i u (î de révolution cn- 
: autour de sa tangente 
j'xpressîon 



*ny 



i a vile sera donnée par Téquâ- 

_i. 

-^r(2«-rr-A(2«-rr+C; 



% v'2« (3r + 4«)(2« -r)'+c' 
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aurons 



A ^^y a , y^ f'(y — a)J2ar — r^ a — r 

2 3 2 a 



-f- T- ( arc cos 



'-^) 



La constante arbitraire est nulle si l'on fait commence. -^^^ 
Tare au sommet. 

La valeur dej^i sera donnée par la formule suivante : 

z=,^\{'iay-y^y •{- ^ Ll^ — :!. 4. arc COS— ^ — i 



Xi etj^i 9ontdonc déterminés. 

On aurait à effectuer des intégrations du même genre ^? 
si l'on considérait un segment placé différemment pa =^1* 
rapport à la cycloïde. 

78. Surfaces de rév^olution, — Soit d'abord la surfac :^^^ 
sphérique engendrée par le cercle dont l'équation est 

on aura entre les limites x^ et x 

A = 2'jvjfds = 2.Tz^ fdx = 27rR (x — x^) , 
AXi =^ 7,T:fxyds = T.rcJxKdx = ttR (x^ — xj) ; 
d'où 

x-^x^ 

-ri = 

2 

79. Considérons maintenant la surface engendrée pa ^ 
un arc de la parabole ayant pour équation 

y-=!ipxy 



PBEMlÙaE ANNÉE. *— STATIQUE. lo5 

tournant autour de Taxe des x. On aura 

p 
^=~fy'txsfF+~P' =^iy' +/'')^ +c, 

Ax,= tLfxydy >ij^ +P'=pfy'dys/jr' + p' 
=j[^'+/'f-|/(r'H-/'')W] 

Si l'aire commence à partir du sommet de la parabole, on 
aura 

80. Considérons encore la surface de révolution en- 
gendrée par la cycloïde tournant autour de sa tangente 
au sonmiet, son aire aura pour expression 

Ij'abscisse de son centre de gravité sera donnée par l'équa- 
tion 

= 27rv/^ \\ xy"^ — l/j' dx) ; 

mais 

donc 

Aar,= Ittxj v^ 4- 75 V^2r/ (3/ 4- 4«) (2a — 7)'"-hC' . 



I 
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Si Taire commence au sommet, on a 



C'= — 



i28na^ 



W 



Xi est donc déterminé. 

Si l'on faitj^ = aa, on trouve 



lÔTTrt' 8a 

A= — 5 — 9 Xt=na ^« 



«Il 

JTC] 



Exemples relatifs aux volumes. 

81 . Pyramide triangulaire. — Prenons l'origine au 
sommet de la pyramide , et Taxe des x perpendiculaire * 
la base. Soient h l'aire de cette basé, et h la bauteur de ** 
pyramide. 



On aura 






bh 



Vx, 



"/'V. 



4 



d'où 



4 






D'ailleurs les centres de gravité des sections parallèle^^^ 
la base sont en ligne droite, et par suite celui de la pyr- 
mide est sur cette même droite, qui joint le sommet 
centre de gravité de la base. La valeur de Xi mont 
qu'il se trouve aux trois quarts de cette ligne à partir 
sommet \ et comme on a choisi une base quelconque , 
centre de gravité d'une pyramide triangulaire est le poii 
de rencontre de toutes les lignes qui joignent un soi 
met au centre de gravité de la base opposée. 

82. Cône à base quelconque. — Si l'on considère d' 
bord une pyramide polygonale , on peut la partager c^^ 
pyramides triangulaires, el Ton reconnaît sans peine q»-^'' 
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son centre de gravité est sur la ligne droite qui renferme 
ceux des sections parallèles à la base , et qu'il se trouve 
aux trois quarts de cette ligne à partir du sommet. Cette 
proposition étant indépendante du nombre des côtés de la 
base s^applique à un cône dont la base est une courbe 
plane quelconque. 

83. Paraboloïde. Soient 

les équations des deux paraboles principales , et considé- 
rons le segment déterminé par un plan perpendiculaire à 
l'axe principal. Son centre de gravité sera sur cet axe , et 
îl suffit de trouver son abscisse. 
Or, on aura 

V = 27rv(^/ xdx :=Ti^pq.x\ 
Vx, = 27r s/pi] I x'dx = ^^\^^ x\ 



d'où 

x^-=z -X. 

84. ElUpsoïde, — Soit Téquation 

x^ y'' z" 
a^ b^ c^ 
on aiu*a 

V = ^J\a'-x^)dx, Yx, = ^J\a^-^x^)xdxi 
d'où 



Xi 



f[à^ — x^)xdx 



f{a'''—x^)dx ' 
•^1 est donc indépendant des axes è, c. Si l'on fait corn- 
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menccr le segment à partir du centre , on aura 

6a^ — 3a:' 



XiZ=zX 



1 2a* — 4^' ' 

si l'on fait x = a , il vient 



X, = I «. 



85. Secteur sphérique. — Les formules que nous avons 
données en coordonnées polaires s'appliquent avec avanr 
tage au volume engendré par un secteur circulaire tour- 
nant autour d'un axe , quer nous choisirons pour axe des z. 
On suppose que le poids spécifique p dépend du rayon 
vecteur p et nullement des angles 6 et ^ : si les limites du 
premier de ces angles sont Q^elQ^ celles du second o et 27r, 
et celles du rayon , Rq et R ^ on trouvera 

P = 27r CcOSOe — COSÔ) I Pfd^y 

/.R 

P2, = TT ( sin' — sin' Ô» ) / pfd^ . 

On ne peut effectuer les intégrations que quand on con.-^ 
naît la fonction p. Dans le cas où^ est constant , on a 

R=* — R^ 

P = 277? (ces 00 — t'OS 0} 5 2. , 

O 



Pz, — 7r/?(sin'Ô — sin'Qo) ^' / ^ 



d'où 



ou 



__ 3(cosQ 4- cosQq) (R^ — r ;) 
^ 8(R3-RJ) 



Si Ro = o et (?o == o , on trouve 

3R 



.Vi 1^ 



^-(i -hcosO). 



sriii«<{c«.. loi^ 



(K. Lonqac toos les points d*an spt^mo no siMit [M!^ 

^^ invuiablcBMnt les uns aux autit^ « on ne peut plus 

^re les compositions et decx>mpi\sition5 qtii n^tuÎMnu 

^Ulrs les fcitxs i une seule force et un seul couple, I o 

PHncâpe général d'après lequel on ramène ce câs «u pix^ 

(Codent conaste en ce qu'il est nëccssaiit^ et sutfisAnt que 

chacmie des parties du sptème« dont la figure est inva- 

ti«lile, soit en ^pilibre au moyen des forces qui agisseiii 

JmmAfiatiBmen t sur elle , eu y compn'nant celles qui pn>- 

vienneiit des liaisons. En appliquant^ |Nir exi^mple^ i^' 

principe aux machines composées^ on a autant d^t^pia- 

Uonsqae de machines simples^ et si l\>n t^iinine les forclos 

qui se produisent au contact de chaque machine avec la 

suivante, il en résulte une équation unique entre les 

forces données. 

Nous nous bornerons à examiner avec détail le cas de 
points liés entre eux par dos fils flexibles cl inextensibles , 
et formant ce que l'on appelle un polygone funioulnire. 

87. Soient A, B, C, D (fig. a8) des points liés par de« lils 
flexibles, dont la longueur est invariable j 11, P, Q, H, S, V 
des forces appliquées à ces points, et dont le« dcmx ex- 
trêmes U, V agissent par Tintermédiaire des ronlons 
AU, DV. 

Pour que ce système soit en équilibre, il faut qtinelia- 
cun des points A, 6, C, D soit en équilibre au moyen 
des forces qui y sont appliquées. Ainsi, par exemple, le 
point B est sollicité par trois forces qui sont les eHbrts 
exercés par les cordons BA , BC , et la force Q ; ces trois 
forces devront donc être dans un même plan, etchaeiine 
délies proportionnelle au sinus de Tangle des deux 
autres. Alais l'équilibre de nliacnn de» e(vrdoris exige en - 



U9r4: #|tj'il Miit tire; par des forces égales et coulraire 
$1 tUitti rinU!n»ilé se nomme la tension du conlon. A 
moyifit (le cm eonditions, on pourra déterminer les tei 
nUfUê #le UiUA hn cordons, et les rapports des forces ent: 
l'Ile/i lorM|ije Ton connaîtra la figure du polygone en éqn 
libre. 

KM. On peut déterminer très-simplement la tenâon 
d MM coftlon c|uelconque de CD, en observant qa^il y 
/'/|Mililfre enf re celte force T et la partie du système q 
c%t Mtij/fcd'nti coté quelconque de CD. Considérons p 
ntemple Ii*m fru'ces li, P, Q, R et T; elles ne cesseront p 
d'/rtre en équililu-e si Ton rend inflexible le polygone AB( 
et par r/)iiiié(|uc*nt la force T est égale et opposée à la résn 
rAfjt4)deH fonres U, P, Q? 1^* 1^^ comme on peut transpo 
ter de» forcer en un point quelconque de ieur résoltan 
Mins clinnger lc*ur effet, on olnient le tbéorème suivant : 

La trn.sifm (Vun cordon quelconque est la résultan 
fie toutes les forces situées d'un même côté de ce cordoi 
et transportées parallèlement à elles-mêmes en un que 
conque de ses points. 

K9. Si Tune d(;s forces était appliquée à un point me 
hilesurU; fil, par exemple à un anneau qui put glissa 
librement sur cv fil, Téquilibre exigerait une conditic 
particulière. 

SoilP la forc(î appliquée à Tanneau M, et supposoi 
l'équilibre établi ; il ne» s(Ta pas troublé si l'on rend fi» 
les deux points A et H. Mais alors le point M (/îg^. 29) 1 
pourrait se mouvoir qu(î sur la surface d'un ellipsoïde < 
révolution dont A vX B seraient les foyers^ on peut doi 
faire abstraction du fil et supposer que le point est assi 
jetti à rester sur cette surface fixe. Il est donc nécessaii 
pour son équilibre que la force P qui le sollicite soit noi 
malc h rcUipsoide , et par conséquent partage l'angle AM 
en doux parties égales. Ainsi, quand un des points d'à] 
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plication des forces sera mobile sur le fil , la direction de 
la force devra diviser en deux parties égales Tangle des 
deux cordons correspondants, et leur tension sera la 
même. 

Il en serait de même si Tanneau étant fixe , le fil pou- 
vait glisser sur lui sans résistance; car l'équilibre aurait 
évidemment lieu, en supposant égales les tensions suivant 
MA, MB; et par conséquent il y aurait mouvement si Ton 
augmentait l'une des deux. 

90. Lorsque le polygone est en équilibre, il y sera 
encore si l'on rend sa figure invariable; et par conséquent 
toutes les forces extérieures qui y sont appliquées doivent 
satisfaire aux conditions d'équilibre d'un système rigide. 
Si donc on les transporte parallèlement à elles-mêmes en 
un même point , elles doivent donner une résultante nulle, 
c*e qui donne trois équations. 

Réciproquement, si ces conditions sont satisfaites, on 
pourra donner au polygone une figure telle , que les forces 
données de grandeur et de direction s'y fassent équilibre. 
En eflet, plaçons arbitrairement le point A {fig* 28), 
cît donnons au cordon AB la direction opposée à la résul- 
tante de U et P, et une tension égale à cette résultante. 
Donnons ensuite au cordon BC une direction contraire à la 
résultante de la force Q et de la tension du cordon AB, 
et une tension égale à cette résultante ; et continuons ainsi 
jusqu'au dernier sommet D: la direction et l'intensité 
qu'il faudra donner à la force qui tiendra ce point en équi- 
libre , seront telles que le polygone entier y sera luî-môme ; 
elle sera donc égale et opposée h la résultante des forces 
U, P, Q , R , S transportées en D, et par conséquent sera la 
force donnée V. On peut donc toujours donner au poly- 
gone une forme telle , que des forces données de grandeur 
et de direction s'y fassent équilibre, pourvu que, trans- 
portées en un même point, elles s'y délruisent. Cette con- 
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séquence , étant indépendante du nombre des càtés du po-^ 
lygone, aura lieu encore à la limite lorsque les côtés 
tendant vers zéro , il s'approchera indéfiniment de se coi^- 
fondre avec une courbe. 

91 . Si les extrémités du cordon sont fixes, les forces U 
et y ne sont plus données , et Ton peut encore se propo^ 
ser de déterminer la forme du polygone en équilibre et 
les valeurs de ces deux forces. 

Pour cela , on partira de la première extrémité fixe U^ 
et Ton supposera connues les trois composantes de la ten" 
sion U^ on déterminera en conséquence la position diM- 
point A , ainsi que les positions des autres points et le$ 
tensions de tous les cordons. Les coordonnées du poinC^ 
extrême du dernier cordon seront donc exprimées en fonc- 
tion de celles du premier point que Ton peut supposeir 
nulles , et des trois composantes de la force U. En égalanC- 
ces expressions aux valeurs données des coordonnées div- 
second point fixe, on aura trois équations qui détermine—- 
ront ces composantes , ainsi que toutes les tensions , et le^ 
positions de tous les sommets. 

92. Si les directions des deux cordons extrêmes se ren- 
contrent, les forces U, V ont une résultante : d'où il suit 
que les forces P, Q , R , S en ont une égale et opposée -, et 
par conséquent , lorsque le polygone est en équilibre et 
que les deux extrémités sont fixes, on connaîtra l'effort 
exercé sur chacune d'elles en prolongeant les cordons qui 
y aboutissent , puis transportant à leur point de concours- 
les forces données et les décomposant en deux forces dirî*- 
gécs suivant ces mêmes cordons. Chacune de ces compo- 
santes mesurera la tension du cordon correspondant, et 
l'effort qui sera exercé sur le point fixe où il est attaché. 

93. Lorsque toutes les forces P, Q, R, S(/ig. 3o)sont 
parallèles, il est facile de voir que tout le système est com- 
pris dans un même plan. Supposons , de; plus , que l'un dc^ 
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cordons, BC par exemple, soit perpendiculaire à la dîrcîc- 
tion des forces; remplaçons-le par une force égale à sa 
tension, et ne considérons que les forces situées d'un 
même côté de ce cordon. La tension d'un cordon quel- 
conque DE est la résultante de toutes les forces situées 
d'un même côté et transportées au point D ; donc la com- 
posante perpendiculaire aux forces sera constante pour 
toiis les cordons, et égale à tension de BC; et la compo- 
sante parallèle aux forces sera la somme de toutes ces 
forces depuis B jusqu'en D. 

94. Lorsqu'une force sollicite un point qui est retenu 
par plusieurs cordons , on aura la tension de chacun d'eux 
en décomposant cette force en d'autres qui soient dirigées 
suivant tous le^ cordons. Il y aura indétermination si 
leur nombre est plus grand que trois ; et cela tient à l'hy-^ 
I>o thèse que l'on fait de l'inextensibilité des cordons. C'est 
*însi que nous avons déjà vu que les pressions exercées 
par un corps qui repose sur un plan par plus de trois 
points ne sont pas déterminées individuellement. Dans 
^a réalité, les pressions en chaque point du plan , et les ten- 
^ïonsde chaque cordon sont déterminées, parce que cha- 
ire coixlon s'allonge, et chaque point de contact d'un 
^orps sur le plan cède plus ou moins. Ces circonstances, 
J^^întes aux propriétés physiques de la matière qui les 
'c^nne, font connaître chaque force en particulier; mais 
^^s recherches sont étrangères à notre cours , et nous ne 
^c^us en occuperons pas. 

^^uilibre d^un fil flexible et inextensible dont tout les 
f oints sont soumis à l'action de forces quelconques. 

95. Soient X, Y, Z les composantes de la force qui 
^^Bicite un point quelconque du fil, et qui est rapportée 
^ *Wité de longueur, de vsorte qu'un arc infiniment petit 

i^ année, 8 
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^ soit sollicité par une force dont les composantes soient 
Xjdsy Yds^ Zids. Les extrémités du fll peuvent être fixes, 
ou sollicitées par des forces données de direction et d'in- 
tensité-, il s'agit de trouver les conditions de l'équilibre 
du système. 

Or, dans cet état , un élément infiniment petit quel- 
conque du fil doit être en équilibre au moyen des forces 
qui y sont appliquées ; et réciproquement , si cela a lieu, le 
fil entier sera en équilibre. 

Soit donc ds un élément quelconque ; il ne oessera pas 
d'être en équilibre si l'on rend sa figure invariable. Or, 
les forces qui le sollicitent sont les tensions exercées à ses 
extrémités, qui sont dirigées respectivement suivant les 
tangentes en ces points et dans des sens opposés , et de plus 
les forces X^fe, Y^, Zdls. 

La tension T, variant d'une manière continue en même 
temps que Tare s de la courbe, en est une fonction conti-' 

. . I . £lx df fiz j. I ^. 

nue, ainsi que les cosinus -tt"» -t"> -f des angles cpie lait 

la tangente avec les axes. Les composantes de la tensio»^ 
considérée dans le sens où s augmente sont donc, au 
deux extrémités de l'arc ds^ 

T— T— T — , 

ds ds ds 

et 

4>"^J)- 4-'(4)- 4>"-(^s) 

Supposons les arcs s comptés à partir de l'extrémité 
{Ji§' 3i), et soit iVIN l'arc infiniment petit cfe. Lesdirec^^' 
lions des deux forces tangentes aux points M et N se v^xrn^ - 
contrent si la courbe est plane, et elles peuvent être cox"^ ' 
sidérées comme se rencontrant même dans le cas d'ui:» * 
courbe à double courbure, parce que leur plus cour ^-^ 
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distance est infiniment petite par rapport à ds. Elles ont 
donc une résultante; et par conséquent les forces qui 
agissent en tous les points de MN doivent avoir une résul- 
tante égale et opposée à la première , et par suite comprise 
dans le plan osculateur de la courbe. Les conditions cher- 
cliéesde l'équilibre sont donc celles de forces appliquées à 
un même point , et elles doivent exprimer que les sommes 
des composantes parallèles à chaque axe sont séparément 

dx 
nulles. Si donc on observe que les composantes T — 7 

T^î T — doivent être changées de signe, on aura les 
équations suivantes : 



'■> "(4). 



-f- Y^.V=:0, 




^. T-. ]4-Zrfj = o. 



dx dv 

Si Ton multiplie la première par —? la seconde par —-', la 

dz 
troisième par — ^ et qu'on les ajoute , en observant que 

l'oTia 

'dxY [dry fdzY 

^* par suite 

d,v , dx dy dy dz dz 

ds ' ds ds ds ds ds 

^^ obtiendra 

r/T -+- X^j: -h Y^r -h Zfi?z = o , 

*^^ation qui pourra remplacer une quelconque des équa- 

8. 
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Dans le cas le plus ordinaire, XAr + Yify + Zidz est la 
(lirterentielle d'une fonction ffÇ^^Jj z) i et l'on aura alors 

et si l'on connaît la tension T' au point dont les coordon- 
nées sont x\ > ', z\ on aura 

de sorte que l'on connaîtra la tension en tout autre point, 
en fonction de ses coordonnées^ et dans tous les cas, la 
dilTérence des tensions inconnues qui ont Heu en deux 
points du fil ne dépendra que des coordonnées de ces 
points. La valeur de T étant substituée dans deux des 
équations (i), on aura les équations de la courbe formée 
par le fil. 

96. Fil sollicité par des forces normales, — Si la force 
dont les composantes sont X, Y, Z était normale en tous 
les points de la courbe , on aurait 

Xflte -I- Ydy -4- Zdz = o ; 

(jp(a:, j', z) serait constant, et par suite T^ dans ce cas le 
fil est donc également tendu en tous ses points. C'est ce 
qui aura lieu par exemple lorsqu'il sera tendu sur une 
surface qui ne produira aucun frottement. 

La tension T étant constante, les équations (i) de- 
viennent 

as as as 

d'où 

^•[(''ff)'+("f)'-(''-S)']=('''-^'+^')*'' 

ou, eu désignant par P la force , et par R le rayon de cou»'* 
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bure, 

r = P'R% d'où P = ^- 

Ainsi , quelle que soit la force normale , le fil prendra une 
figure telle, que cette force soit en raison inveree du rayon 
de courbure. 

D'où il suit que si la force est constante et que la courbe 
soit plane , elle formera un arc de cercle. 

Si la force normale est la résistance d'une surface, 
comme elle doit toujours être comprise dans le plan oscu- 
lateur de la courbe , ce dernier est normal à cette surface , 
et la courbe est celle de longueur minimum, entre deux 
quelconques de ses points. 

On peut trouver, par des considérations géométriques 
très-simples, la valeur de la pression exercée sur la sur- 
face. Pour cela , considérons la courbe que forme le fil , 
comime un polygone d'une infinité de côtés égaux entre 
eux ; la résultante des tensions de deux côtés consécutifs 
AB, BC sera dirigée suivant la ligne BD qui divise Fanglc 
ABC en deux parties égales ^ et son intensité sera 

BC 
2TC0SCBD, pu 2T--, 

la ligne CD étant njejiée perpendiculairement à BC 

(Jig' Sa). Si l'on représente par R le rayon du cercle qui 

passe par les trois points A , B, C , et qui n'est autre chose , 

à la limite , que le cercle osculateur de la courbe , la pres- 

BC 
sion sur la surface sera mesurée par T — • Lorsque BC 

tend vers zéro, la pression tend elle-même vers zéro 5 
tuais si l'on considère une longueur extrêmement petite a 
sur le fil , les normales pourront être considérées comme 
{Parallèles, et les pressions comme égales, ainsi que les 
rayons de courbure , en tous les sommets du polygone in- 
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finitésîmal qui y seront compris : la somme de ces pres- 

Ta 

sions sera donc toujours sensiblement ^ale à -— > R étant 

le rayon de courbure en un quelconque des points de 
l'arc a. Ainsi , la valeur de la pression normale produite 
par le fil sur la surface, dans une étendue infiniment pe- 
tite ds^ est exprimée par — -> et l'on voit qu'elle est en 

raison inverse du rayon de courbure au point que l'on con- 
sidère. 

97. Chaînette, — On appelle ainsi la courbe formée 
par un fil flexible dont deux points sont fixes , et qui est 
soumis à l'action seule de la pesanteur. Toutes les forces 
étant pai*allèles , la courbe sera comprise dans le plan ver- 
tical passant par les deux points fixes , B et B'. Nous pren- 
drons dans ce plan deux axes de coordonnées rectangu- 
laires, dont l'un (AY) {fig- 33) vertical et en sens con- 
traire de la pesanteur. Nous supposerons le fil homogène, 
et nous représenterons par e son poids , pour l'unité de 
longueur; d'où il suit que zs sera le poids d'un arc de 
longueur 5, et que l'on aura 

X = o, Y = — s. 

Cela posé, les équations générales (i) se réduiront à 

d'où l'on déduit immédiatement 






9 



cctc étant des constantes arbitraires. 

La première de ces équations montre que la comfO' 
santé horizontale de la tension est la même en tous.l^ 
points. 
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Nous prendrons, pour plus de simplicité, TcMigine des 
coordonnées en B', et nous désignerons para et b les coor- 
données de B , et par / la longueur totale du fil donné. 

Faisant successivement x = o, jr = o^ puis x = a, 
y = b dans Téquation de la courbe, on obtient 

(/ oa ^_ \ 



/as ai. \ 



d'où 
(3) 

L'équation qui exprime que s est nul pour x = o est 

£?"—<?"*= 2c', 

et pour que s soit égal à / pour x == a , il faudra qu'on ait 



/ 



(ae as \ 

e -e }--, 



OU, en substituant la valeur de c' tirée de l'équation pré- 
cédente , 

(ae as \ 

a joutant. et retranchant les équations (3) et (4), il vient 



as \ (as. 

« l ,. .V C 



« .. \ ^ Ê a 



l+b=-lc' -cl, (/-6)=l^e-«_« <= 



ou 



éliminant « entre ces deux équations, en les multipliant 




fiTATIfi. 

CiL! ttDUtsna; ::iT»ri*iia ' r.-irin 



£ \ 



tm». -ei . oosac - — 



ife li f vmrft = ~ a VI 111; nroiî .fvai T»ai 



*Qc]Ka: cncoT" itscMUzr- i-rouauo:: ci: r ns' i.. nst^Lbort 
nniiium- œ.' snistniiiHHi- succès» vt:.' LiOmuMMii. : i 
pc jDit: . ce coxmaiir^ r ai. moTc: .: nn aux^irYMinii 
it nan «nuLUon- an \ieiiiieri J etr xniitnniTrt^ ^ntr 
fiusi. OL zzuezxx cncor*. . an zdctfcii ov ittonaiion nii i m 
dmen: -L le.' di-^iKou CctiveoiLaiio:: aonn: m nTv»«ai. 
ia iupantniBti-'» a*." ee^ aeizx meniDrCf . 



r* - 



(^(Uuiaissau: r.. ! «ouatioiif ' — r ' =r a. rtnjïnrr,. . o, 
^^ifiiit.: sc^<= ramiL pa: I-npiatiai. 



2: 



98. Les consiantei' etaiii deicmiiiir>CN . il r«sj U.^ili ♦<, 
ocmuaitre le^ coordonnées de point )r pl»^ )^> l^»i ««Oôi 
pour ce point . on a 



-—=:(», oit r .-.=- - 

or r 
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d'où 

&X ta. 

ha = o, et X = 

c s 

Si l'on prend pour axe des y la verticale qui passe par 

ce point, il suffira de changer x en x ? et l'équa- 

tion (2) deviendra 

(SX ex\ 

Le second membre ne changeant pas, quelque signe 
que l'on donne à a:, il s'ensuit que la courbe est symé- 
trique par rapport à Taxe des y^ c'est-à-dire à la verticale 
qui passe par le point le plus bas. 

Si l'on change j^ enj^-f-Ci, c'est-à-dire si l'on prend 
pour origine le point de cette verticale qui est au-dessous du 

point B' de la quantité — Cj , et que l'on pose - = m , l'équa- 

tion de la courbe prend la forme plus simple , 



X 

m ' 



m , ^ m 



(5) jr = ^[,'»+e 

Si les deux points B', B sont à la même hauteur, on a 

^ = o, 

et par suite , 

a 
m 



2a H = o ; 



a 
l'abscisse — moc du point le plus bas est donc égale à -' 

comme cela était évident à priori. L'équation qui détei'^ 

mine z devient = — 5 el celle de la courbe ne dif' 

z a 



- 1^ 
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fèrc pas de l'équation (5). La valeur de a étant , est 

égale à — z'^ et la eonstante c = sera égale à 

— zl 



a 

99. La chaînette jouit de la propriété remarquable, 
qxie son centre de gravité est situé plus bas que pour toute 
aixtre courbe isopérimètre , ayant les mômes extrémités. 

En effet, l'ordonnée du centre de gravité du périmètre 
de Tune quelconque de ces courbes est 



\Srà^sl 






et Ton doit avoir 



Sd^sJ 



dy'' , 



les limites de ces intégrales étant les abscisses des deux 
points de suspension. Or, la reclierclie du minimum de la 
première intégrale, en ayant égard à la condition exprimée 
par cette équation , conduit à l'équation d'une chaînette , 
comme on l'a vu dans le calcul des variations. 

Nous allons démontrer maintenant quelques proprié- 
^ curieuses de la chaînette. L'équation 

^ûne les suivantes ; 









124 COURS 1>E MÉG\N1QUK. 

d'où Ton conclut 



dûc^ m y 






Soient R le rayon de courbure , N la longueur de la nor- 
male, Cl) l'inclinaison de la tangente sur l'horizontale, on 
aura 

/// V' Y^ 

Y= 9 R= — = //isec^w, N = ^^ = R. 

cosw m m 

On trouvera encore 



/ r/r» d^Y 



d'où 



dy 
dx 



en prenant le point le plus bas pour origine des arcs. On 
déduit de là 

s" dy'' r' 

nv dx^ m^ 

donc 

m étant l'ordonnée à l'origine . 

On obtient encore facilement les formules suivantes : 



,, m y H " -^ m y ^ 

c zz: >) c = j 

m m 

d'où l'on tire x en fonction de j^ et 5, et par suite en fonc- 
tion de 5, puisqu'on a 

y z= sjs'^ + m^' 

Si du piedP (fig» 34) ^^ l'ordonnée d'un point quel- 
conque M 5 on abaisse sur la tangente MQ une perpendi- 
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rulaîre PQ, on aura 

PQ = y cos w = m ; 
lonc 

MQ = si y'' — m'' = s, 

^iusi le point Q appartient à la développante de la chaî- 
lette ; QP est la tangente à cette courbe , et comme sa lon- 
gueur est m et par conséquent constante, cette dévelop- 
>ante n'est autre chose que la courbe appelée tractnce. 

Pour avoir son équation, il suffirait donc d'exprimer 
jette dernière condition , qui conduit entre les coordon- 
lées M , i^ , à l'équation 






(lu 



On y parviendrait encore par les formules qui détermi- 
nent les coordonnées du point Q de la développante d'une 
courbe quelconque, en exprimant que MQ = s\ ces for- 
mules, qu'on obtient immédiatement, sont 

dx dy 

11-= X — s —-f <^=r — s — — 
ds ds 

En éliminant x^j^ s au moyen des équations relatives à la 
chaînette, et qui donneront d'abord x el y en fonction 
de^, on trouvera l'équation finie de la tractrice. Ou la 
trouvera aussi eu intégrant l'équation précédente, et l'on 
obtiendra 

M = — s/m^-^v' -h wl . ( 1 '■> 

il ne faut pas ajouter de constante parce qu'on doit avoir 
à la fois M = o, i^= m. Cette courbe est symétrique par 
rapport à l'axe desj^ qu'elle touche en B (Jig* 35), et a 
pour asymptote l'axe des x. 
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En remplaçant u et %* par x. i . on a pour équatioi'^ 
clirterentielle do la iracin'ce. 






d'où 



« , Jm 

Donc, si Ton décrit de A comme centre avec m pom-"» 
rayon un quart de cercle ABC, les aires BIN, BMP.^^ 
seront équivalentes; et Taire entière comprise entre M. <a 

courbe et les axes sera égale au quart de cercle, ou à -7 

Si Ton clierclie la valeur du ravon de courbure OM = 
et de la normale MU = N , on trouve 



/ni' 



m 



/ni" 

y y- 



d'où 



ot par conséquent O est sur la perpendiculaire à AX él 
vée par le pied T de la tangente. 

100. Examinons maintenant la courbe que former 
le fil si la force verticale était proportionnelle à la pr 
jection horizontale de Tare, et non à Tare lui-même, 
cas est, à peu de chose près, celui des ponts suspendu^^^*^ 

Soit 6 la force rapportée à une projection horizonta^^^ 
égale à l'unité; Yds étant la composante verticale de ^^ 

force appliquée à Tare ds dont la projection est dx^ ^ ^" 
aura 



it 

o- 
!c 

s. 



.„ a.: . . _ 

tr 

1-=: 1-^=:-— - - — 
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d'où 



Cette équation déterminera c et par suite d ; elle se résou- 
dra par approximation , et le calcul sera très-simple dans 
le cas où la flèche de l'arc compris entre les deux points 
fixes sera très-petite par rapport à la corde aa. En eflet, 

— sera très-petit, et l'on pourra développer en séries très- 
convergentes les diflerentes parties du second membre de 
l'équation. On aura ainsi 



v/ 



aH'' aW 



1 + -— = I -f • — : -h etc. , 



i\ (ai I eà'\ , aV 

/=2rt4-j — ; doù cz=i — ^ 

^' V^3(/— 2fl) 



Dans les ponts suspendus, les forces ne sont pas réparties 
sur toute rétendue de la chaîne , mais sont appliquées i 
un nombre limité de points dont les projections horizon- 
talcs sont équidislantes. On a alors un polygone dont les 
sommets jouissent de la propriété remarquable d'être 
situés sur une même parabole. En effet, désignons par a 
Tinclinaison d'un côté quelconque sur le plan horizontal, 
par m la tension horizontale 5 supposons qu'il y ait un 
côté horizontal, et prenons son milieu pour l'origine des 
coordonnées, et soit A^ la différence des ordonnées de 
deux sommets ronsécutifs correspondante à la différence 
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constante ^x de leurs abscisses-, nous aurons 

tanga = -> i- et tanga = — ; 

a ^x 



d'où 



£ 



^t par suite 



fX' 



r = — \-c, 

la 



Or, a: = — donne j^ = o \ donc 



cl par conséquent 









**quation d'une parabole dont le sommet est sur la ver- 
ticale menée par le milieu du côté horizontal , et ren- 
ferme tous les sommets du polygone situés de part et 
^ autre du côté horizontal. Il en serait de même s'il n'y 
^vait pas de côté horizontal. 

loi . Cherchons encore la courbe formée par une voile 
flexible, soumise à l'action du vent. Nous supposerons 
^jue cette voile soit rectangulaire , que deux côtés opposés 
soient fixes et perpendiculaires à la direction du vent 5 et 
nous partirons de la loi suivante, que la pression d'un 
fluide en mouvement sur un élément fixe d'une surface 
est proportionnelle à l'étendue de sa surface , et au carré 
de la vitesse du fluide estimée dans le sens de la normale à 
cet élément. 

D'après cela , si l'on fait une section dans la voile par 
un plan perpendiculaire aux côtés fixes, on aura \xnv 
courbe doift on pourra considérer tous les éléments 
i'*" année, Q 
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comme soll ici lés par des forces normales proportionnelles 
à leurs longueurs et aux carrés des c;osiuus des angles for- 
més par Ja direction du vent avec la normale à la courbe. 
Donc, d'après les propositions démontrées n°* 96 et 99, 
cette courbe sera une chaînette , pour laquelle la pesan- 
teur agirait dans le sens même du vent. 

Si , au lieu d'un courant d'air, on avait un gaz en équi- 
libre, la pression serait normale, et égale pour des élé- 
ments égaux. Donc, d'après le n*^ 96 , la courbe serait 
alors un arc de cercle. 

Principe des vitesses virtuelles, 

402. Lorsqu'un système quelconque de points est en 
équilibre, et que l'on suppose que chacun d'eux soit placé 
dans une position infiniment voisine de celle qu'il occu- 
pait, sans cesser de satisfaire à toutes les conditions qui 
dépendent de la nature du système, on nomme ^vitesse 
'vîrtuelle d'un quelconque de ces points, la droite qui 
joint sa première position a la seconde. Cette dénomina- 
tion vient de ce que Ton peut concevoir que ce déplace- 
ment se fasse pour tous les points dans un même temps 
infiniment petit, et qu'alors les espaces parcourus sont 
proportionnels aux vitesses, et, en outre, de ce que ce 
déplacement n'est que possible et ne s'effectue réelle- 
ment pas. 

La vitesse virtuelle d'un point, estimée suivant une 
direction déterminée, est la projection de cette vitesse 
sur cette direction ; elle est regardée comme positive quand 
la direction du mouvement du point, en passant de sa 
première position à la seconde, fait un angle aigu avec 
celle suivant laquelle on estime la vitesse^ elle est néga- 
tive quand cet angle est obtus. De sorte qu'on obtient, en 
grandeur et en signe, la vitesse virtuelle d'uu point esti- 
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mée suivant une direction quelconque, eu multipliant la 
grandeur absolue de cette vitesse par le cosinus de Tangle 
que sa direction fait avec celle suivant laquelle on l'es- 
time. 

On appelle moment virtuel d'une force , le produit de 
son intensité par la vitesse virtuelle de son point d'appli- 
cation, estimée suivant la direction de la force. 

Cela posé, le principe des vitesses virtuelles consiste en 
ce que 

Si un système quelconque de points est en équilibre y 
et que Von conçoii^e un déplacement infiniment petit de 
tous ses points , qui soit compatible avec toutes les con- 
ditions auxquelles H» est assujetti , la somme des mo- 
ments virtuels de toutes les forces est nulle j quel que soit 
ce déplacement. Et réciproquement, si cette condition 
a lieu pour tous les déplacements virtuels, le système est 
en équilibre. 

Dans cet énoncé , les infiniment petits sonjt considérés 
de la manière ordinaire. L'équation n'est exacte qu'en 
considérant les limites des rapports, après avoir divisé 
par l'une quelconque des quantités infiniment petites; en 
d'autres termes, la somme des mom'ënts est infiniment 
petite par rapport à ces moments eux-mêmes, 

AvanI; de passer à la démonstration générale de ce prin- 
cipe, considérons quelques cas particuliers, et d'abord 
^elui d'un point unique. 

Cas d'un point unique. — L'équilibre d'un point en- 
tièrement libre exige que la sonmie des forces estimées 
suivant une direction arbitraire soit nulle 5 et réciproque- 
ment si cela est, il y a équilibre. Soient donc P l'une 
^juelconque des forces appliquées à ce point, [t. l'angle 
-qu'elle forme avec une direction quelconque, on devra 

-avoir 

2Pcosfi=ro; 

9- 
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et réciproquemeiil, si celte équation a lieu pour toute di — 
rection , le point sera en équilibre. Si on multiplie tou^ 

les termes par une quantité arbitraire m, Téquation de 

vient 

5:P/wcosfA= o. • 

Or i/i eos|x est la projection de la grandeur m portée w 
partir au point donné , sur la direction que Ton consi — 
dère , et projetée sur la direction de la force P ; de plus , le^ 
point étant entièrement libre, m peut être considère^ 
comme la distance de sa première position à une autre quel — 
conque qu'il pourrait prendre ^ et en la supposant infini — 
ment petite , elle sera ce que nous avons appelé la vitesses 
virtuelle de ce point. Ainsi 2Pm cosjx est la somme des 
moments virtuels des forces 5 donc , si le point est en équi- 
libre , cette somme est nulle, et réciproquement 5 ce qu'il 
fallait démontrer. On peut observer que, dans ce cas, on 
peut prendre, au lieu de la vitesse virtueUe, une quantité 
finie quelconque; et, de plus, que la sonune des moments 
virtuels est rigoureusement nulle, et non pas seulement 
égale à une quantité infiniment petite par rapport à ces 
moments eux-mêmes. 

Dans le cas où Je point n'est pas en équilibre, il suffirait, 
pour qu'il y fût, que l'on introduisît une force» égale cl 
opposée à la résultante. Or, la somme des moments serait 
alors nulle, et, déplus, deux forces égales et opposées 
donnent des moments virtuels égaux et de signes con- 
traires; donc le moment mrtuel de la résultante est 
égal en grandeur et en signe à la somme des moments 
virtuels des composantes. 

Dans celte relation , toutes les forces sont considérées 
en valeur absolue , et il est nécessaire d'examiner si elle 
se modifie lorsque les composantes sont susceptibles d'être 
alfectécs d'un signe quelconque, comme lorsqu'il s'agit 
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lion dfr la droite qui les joint a pour limite celle d'mir 
qr;nt#î quelconque' à la surface, et par co ns é qucu t ZP cose 
tist infiniment petit: donc £P^5 ces ei est infinimeot pcti 
par rapport à ^f: et par conséquent, dans le sens ordi-- 
nairf: où IV^n entend les équations infini téâmalei, on a 

îP<Jjco«a = o. 

l>rjnc, dans ce nouveau cas d'équilibre , la somme des 
moments virtuels des forces est nuUe pour tons le5dé|da- 
t'A'xnn'jiXs infiniment petits, compatibles avec les conditions 
de la qur:stion \ et réciproquement. 

\^\, Si le point est assujetti à rester sur une courbe 
fixe, il est nécessaire et suffisant pour Téquilibre que la 
résultant^.* soit normale à la courbe, et, par suite, que la 
iM^mme des forces estimées dans le sens de la tangente soit 
/;gale â zéro. D'où Ton conclut, comme dans le cas précé- 
dent, qu%-n désignant par as un arc infiniment petit de la 
rouriK;, ou aura 

2P^5 COSpt =: o, 

\'M n/'^lig^rant les infiniment petits du second ordre. Il est 
doiir: nécessaire et suflTisant pour l'équilibre que la somme 
Ai's mofnr;nts virtuels des forces soit nulle pour tous les 
fl<;placements dc?s points, compatibles avec les conditions 
auxqiurllcrs il est assujetti. 

Si le point n'était que posé sur la surface ou sur la 
rouiliiî, nous avons déjà dit qu'il serait nécessaire, mais 
non siifiisant, que la résultante fût normale. Les condi- 
tions c[ue nous venons d'indiquer auraient donc encore 
liru, mais iw, suffiraient plus. 

104. Dbscîrvons encoi'e qu(;, dans le cas d'équilibre 
i\'K\\\ point posé sur une surface, la somme des mo- 
nicfiLs virtuels ne; serait plus nulle pour les déplacements 
d'un point suivant ries droites inclinées au plan tangent, 
qnciiquc ers déplacements soient compatibles avec les con- 
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^i. lions de la cpiestion. Elle serait égale au moment vir- 
^"t^el de la résultante; or, celui-ci est négatif, puisque 
*^ résultante doit appuyer le point sur la surface. D'où 
" ^on conclut que, dans l'équilibre d'un point posé sur 
'^^ne surface, la somme des moments virtuels des forces 
^st nulle quand le point se déplace sur la surface, et 
^*:fc.égatîve pour tous les autres déplacements qu'il peut 
^iibir. 

105. Cas iïune droite rigide. — Examinons mainte- 

^Kiant le cas de forces quelconques appliquées aux extrémi- 

^lés d'une droite inflexible ; iious pourrons nous borner à 

^3onsidérer, à chacun de ces points, la résultante des foit^es 

«]ui y sont appliquées, puisque son moment virtuel est 

^al à la somme de ceux de ses composantes. Il faut donc 

démontrer que , dans le cas d'équilibre, la somme des mo- 

Bients virtuels de ces deux forces est nulle. 

1°. Supposons la droite entièrement libre, et soient 
x^y^ z, od ^y\ z les coordonnées de ses extrémités M , M', 
et / sa longueur , on aura 

{x — af)^ H- (r — r? -+- (^ — ^y == i'\ 

d'où 

àx^ iy^ dz^ âx\ âj\ âz' étant les accroissements infiiii- 
Hient petits des coordonnées des deux extrémités, pour un 
déplacement virtuel quelconque. 

Or, si l'on appelle a, 6, y les angles formés avec les axes 
par la direction de la droite MM', on aura 

x' — jc _ r ' — r z' — z 

ces a = — 5 COS5 = - — -—-^ ^sy = — - — ; 

l'équation précédente donne doue 
^orcosa -+- Sycos^ ■+■ Nacosy = ^«c'cnsa 4- ^> 'cos^ -h oz'rosy; 
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choisirons toutes les autres longueurs de telle manière 
qu'aucune des droites rigides qui lient les points entre 
eux ne soit normale sur les courbes que ses extrémités 
peuvent décrire. ' 

Appliquons de même, suivant NM', deux forces Q' 
égales et contraires , et telles que le point N soit en équi- 
libre, par l'action des forces Q, Q'^ appliquons ensuite, 
suivant M'N', des forces Q" égales et opposées, et telles 
que le point M' soit en équilibre; et continuons ainsi jus- 
qu'au dernier point. Les conditions d'équilibre ne sont 
pas changées par l'introduction des forces qui se détrui- 
sent deux à deux, et ^ tous les points sont en équilibre, 
excepté le dernier. La condition nécessaire et suffisante 
pour l'équilibre du système est donc celle de l'équilibre 
de ce point unique. 

Cela posé, désignons par J/;, dp\ âp'\,.. les vitesses vir- 
tuelles des points d'application des forces P, P', P", . . . , esti- 
mées dans les directions de ces forces; soient ôr/ la vitesse 
virtuelle du point M estimée suivant la direction de la 
force Q qui y est appliquée ; ôq' celle du point ]N suivant la 
direction de la première des deux forces Q' que l'on ren- 
contre en partant de M; et ainsi de suite pour tous les 
autres. Les conditions nécessaires et suffisantes d'équi- 
libre, sur chacune des courbes et sur chacune des droites 
rigides, seront exprimées par les équations suivantes, 
en observant que les moments virtuels des forces qui 
agissent en sens contraires sur chaque droite inflexible 
sont égaux et de signes contraires : 

P<^/? -f- Q^7 = o , 
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vt il ne faut pas oublier que les vitesses virtuelles âp. dp y,* 
sont les mômes que si* l'on avait conservé le premier 
mode de liaison, puisque dans le nouveau les mouve- 
ments possibles sont restés identiquement les mêmes. 

Le nombre de ces équations surpasse d'une unité celui 
des quantités Q, Q', Q'V».. La première détermine Q^ 
substituant sa valeur dans la seconde, on aura Q', et en 
continuant ainsi , la dernière ne renfermera plus aucune 
des forces auxiliaires, et sera la condition nécessaire 
et suffisante pour l'équilibre du système. On l'obtient en 
ajoutant toutes les équations précédentes^ les moments 
virtuels de chacune des forces auxiliaires Q, Q',... en- 
trant chacun dans deux équations consécutives avec des 
signes contraires, se détruiront, et il restera 

P(5/? -f- V'Sp' -f- P" V' -f- . . . = o. 

Donc, dans le cas que nous considérons, il est néces- 
saire et suffisant pour l'équilibre du système que la sonune 
des moments virtuels des forces données soit nulle pour 
«îhacun des deux déplacements opposés, qui sont seuls 
possibles et qui donnent des moments égaux et de signes 
contraires. 

Il ne reste plus qu'à démontrer que, quel que soit It' 
nombre d'équations qui lient les coordonnées des poiu^*» 
du système, et par conséquent, quel que soit le nombt^ 
des déplacements compatibles avec ces liaisons, il est i^^ 
cessa ire et suffisant, pour que des forces se fassent éq' 
libre sur ce système, que la somme de leurs momc^^^^* 
virtuels soit nulle pour tous ces déplacements infinim.^-'^^ 
petits. 

En elFet, coiisidérons un quelconque de ces dépla '^ 
nienls et établissons de nouvelles liaisons qui n'en j -^^ 
mettent pas d'autres , si ce n'est le déplacement contr^s^*' 
rorrespondant à des variations égales el de signes c^^^' 
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traires des coordonnées*, l'équilibre aura encore lieu s'il 
lixistait déjà , et par conséquent, d'après ce qui précède, la 
>omnie des moments virtuels correspondants à ce déplace- 
cnent est nulle. > 

Réciproquement, si cette somme est nulle pour tout 
léplacement possible , il y aura équilibre. En effet, si les 
Forces pouvaient mettre le système en mouvement, tons 
les points se mouvraient sur certaines courbes que l'on 
pourrait supposer fixes sans altérer en rien ce mouve- 
ment*, et l'on pourrait, de plus, supposer des liaisons 
qui permettraient sur ces courbes le mouvement qui a 
lieu, mais de telle sorte que le mouvement d'un seul point 
entraînerait celui de tous les autres. On rentrerait encore 
dans le premier cas quant aux liaisons, et la somme des 
moments virtuels serait nulle sans qu'il y eût équilibre, ce 
qui est contraire à ce qui a été démontré précédemment. 
Donc enfin , 

Quelles que soient les équations qui lient les coordon- 
nées des points qui composent un système , auquel sont 
appliquées des forces quelconques y il est nécessaire et 
suffisant pour V équilibre que la somme des moments 
'virtuels de ces forces soit nulle pour tous les déplace- 
9nents infiniment petits , compatibles avec les liaisons du 
système. 

Dans ce qui précède , nous avons supposé que les courbes 
lie produisaient que des forces normales. Si elles pou- 
vaient détruire des forces dirigées suivant la tangente, au 
moyen d'un obstacle au mouvement du point dans un sens 
seulement, l'équilibre pourrait avoir lieu sans que la 
somme des moments virtuels fût nulle ^ mais alors elle 
serait nécessairement négative. En effet, l'obstacle tient 
lieu d'une force dirigée du côté où le point peut se dépla- 
cer. En l'introduisant et supprimant l'obstacle, la sommes 
des moments virtuels sera nulle. Or, si l'on ne considère 
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que le déplacement virtuel compatible avec T hypothèse de 
l'obstacle , le moment virtuel de la force introduite sera 
positive; donc la somme des autres sera négative. Elle 
serait nulle si Técpiilibre avait lieu indépendamment de 
Tobstacle, parce que la force qui le remplacerait serait 
nulle. 

107, Il suit du principe précédent que le moment vir- 
tuel de la résultante de forces quelconques est égal à la 
somme des moments virtuels de ses composantes; car il y 
aurait équilibre entre ces dernières si l'on y ajoutait une 
force égale et opposée à leur résultante. La somme totale 
des moments virtuels serait donc nulle, et par consé- 
quent 5 la somme de ceux qui se rapportent aux compo- 
santes serait égale et de signe contraire au moment de la 
force qui leur fait équilibre, et qui est égale et opposée à 
la résultante. Cette somme est donc égale au moment de 
la résultante, puisque deux forces égales et contraires, 
appliquées à un même point, ont des moments virtuels 
égaux et de signes contraires. 

108. Si l'on remplace chaque force par ses composantes 
parallèles à trois axes rectangulaires, son moment virtuel 
sera la somme de ceux de ses composantes. Soient X , Y, Z 
les composantes d'une force appliquée au point M dont 
les coordonnées sont x^ 7 , z \ et (îx, dj^ âz les variations 
de ces coordonnées dans un déplacement infiniment petit 
du système. Les moments virtuels des forces X, Y, Z seront, 
comme nous l'avons démontré , XJo:, YJy, 7jâz , et le mo- 
ment de leur résultante sera 

L'équation générale de l'équilibre d'un système quel- 
conque de points sera donc 

(i) l(lLSx -f- Ydj 4- Zdz) =0, 

la somme 2 s'étendant à toutes les forces du système, et 
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\t» variations des coordonnées dv leurs points d'appli- 
cation pouvant avoir toutes les valeurs compatibles aver 
lesécpations qui lient ces cooiHionn€;es. 

109. H est facile de voir comment Téquation (i) peui 
• donner les conditions de l'équilibre d'un système quel- 
conque. 

Soient 

L = o, L' = o, L"=o, etc., 

» équations données entre les coordonnées des m points 
qui composent le système*, les variations dcî ces cîooi'don- 
nées satisferont aux équations 

dx (Ly az (Ix' 

\dh\ dV . dV ^ r/L\ , 

(2; { dx dy dz dx' 

\dl." dh" ^ dV\ dL\ , 

—- ^jc-f- -7- 5r 4- -7- ^2 H — j-jâx' -f- etc. = o . 
dx dy dz dx 

Si l'on tire de ces n équations la valeur de n variations 
et qu'on les reporte dans l'équation (ï), elle en ren- 
fermera encore 3m — /i, qui seront entièrement indé te r- 
ttiinées. Et comme cette équation doit avoir lieu pour 
tous les déplacements qui satisfont aux conditions du sys- 
tème, elle sera satisfaite, quelque valeur que l'on donner 
à ces indéterminées 5 ce qui exige que les coefficients de 
chacune d'elles soient nuls séparément. On aura ainsi 
3m — n équations, nécessaires et suffisantes pour l'équi- 
libre. En les joignant aux n équations données, on aura 
^ nombre d'équations égal au nombre des coordonnées 
Jes points du système. 

Elles pourront servir à déterminer les positions d'un 
certain nombre de points d'application , ainsi que les 
gï'andeurs et les directions d'un certain nombre des forces, 
^e manière à ee que l'équilibre ait lieu. 
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Si les vai'iablcs doiil dépeiid la position <lu système 
iTctaient pas les coordonnées des points qui le détermi- 
nent, la forme de l'équation (i) changerait. On trouve- 
rait toujours les conditions d'équilibre , en réduisant le 
plus possible le nombre des variations, au moyen des 
équations de condition, et égalant à zéro les coefficients 
de celles qui resteraient daiis l'équation , et seraient com- 
plètement indéterminées. 

110. L'élimination de n variations entre les équa- 
tions (i) et (2) peut s'eiFectuer de différentes manières: 
on pourrait tirer leurs valeurs des n équations (2) et les 
substituer dans (i), puis égaler à zéro les coefficients des 
3/n — n restantes. Mais il vaut mieux multiplier les équa- 
tions (2) par des facteurs indéterminés X, X\ X", etc., 
puis ajouter à l'équation (i). On égalera ensuite à zéro 
les coefficients des n variations qu'on voudra éliminer; 
ce qui déterminera X, X', X'', etc. , et enfin on égalera à 
zéro les coefficients des autres variations. On voit donc 
(ju'après avoir ajouté toutes les équations, on devra 
annuler séparément les coefficients des 3/w variations; 
n de CCS équations détermineront X , X', X", etc. , et en 
substituant leurs valeurs dans les autres, on aura les con- 
ditions d'équilibre du système. 

m. L'avantage de cette méthode n'est pas d'abréger 
le calcul , mais de faire connaître les efforts produits par 
les liaisons, et les forces qui pourraient remplacer les 
équations qui expriment ces liaisons. 

En effet, les 3m équations auxquelles on parvient, soni 

^ dL . , dV . „ dV 
X -f- A — - -f- a' -— H- a" —- + etc. = o, 
dx dx dx 

(3j ( Y -f- ). — - 4- V -- 4- >" _- -H etc. = o, 

^ ^ ^ dy dy dy 

clh ^,dV .„r/L" 

Z 4- > -7- 4- a' j- a" ~— 4- elc. =r o; 

dz dz dz 
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^^^;^-^^^-^^ ."^^-^^^• = «' 

Y'-^\-j-f + V — 7 + r —T-h etc. = o, 
dy dy dy 

Z' 4- X— 7 -f- X' -— -H y -77--h etc. = o. 
dz dz dz 



Or, ces équations seraient les mêmes, si les équations 
L = o, L'== o,;.. n'existaient pas, c'est-à-dire si tous 
les points étaient libres et qu'on appliquât aii point M 
une force ayant pour composantes 

k-r-f X---7 X ~7~ î ^ — 7— 9 • • • •» 

air dy dz dx 

au point M' une force ayant pour composantes 

^d^'' \p' ';??' ^;zp'*"^ 

et ainsi de suite pour les autres points. 

Quant à la direction de ces forces, en ne considérant 
d'abord que celles dont les expressions renferment les dé- 
rivées de la fonction L , on voit que celle qui est appli- 
quée en M est normale à la surface dont l'équation 
serait L = o, en ne regardant que x^y^ z comme va- 
riables. Celle qui est appliquée en M' est normale à la 
surface dont l'équation serait L = o , mais dans laquelle 
ac\ y\ z seraient seules variables, et ainsi de suite pour 
les autres points. 

Ce que nous venons de dire de l'équation 1^ = peut 
se dire de toutes les autres-, et dès qu'on aura déterminé, 
^omme nous l'avons dit, les valeurs de /, X', X", etc. , on 
connaîtra les grandeurs et les directions des forces dont 
^ ^^nsemblcdes liaisons lient la place». 

I™ année. lo 
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112. Mais on peut aller plus loin, et assigner les foix;e» 
qui pourraient remplacer individuellement chacune des 
équations qui expriment les liaisons. 

Supposons , pour cela , que Ton supprime la condition 
L = o , en conservant toutes les autres ^ nous allons voir 
que Téquilibre aura encore lieu sur le nouveau système si 

l'on applique au point M les trois composantes ^^-j-y 
'k-r"i i-T-; au point M' les composantes X-t-,» i-T-;r 

ify az ^ '■ dar dy 

A— ; et ainsi de suite pour tous les autres points ; et que 

tous les termes des équations (3), provenant des équations 
L' = o, L" = o, . . . , resteront les mêmes dans les équa- 
tions d'équilibre du iionvp;ii] système. Kn pffet, dan» ce 
système, les forces appliquées aux différents points, au lieii 
d'être, comme dans le premier y X^ Y, Z, X',.».^ sont 

X -h ^-r-, Y -h ^3-5 Z-+- ^-1-r X' + X-— , etc.; 
dx dy dz djf 

et les équations exprimant les liaisons sont réduites à 

\I = Oy L" = o, etc. 

En traitant cette question comme la précédente, on aura^ 
pour déterminer l'équilibre, les équations suivantes : 



r 



. ^/L\ dV ^ dV 

dx I djc dx 

dV dV 

Aj— j — -f- . . . = Oy 



(' - ^^) 



■■■» (/z + /S\ -H ,/'■' . ■.^' 



( 



dz I dz dz 



Z=2 O. 



. dV ^ dV 
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Or, X ayant été pris avec la valeur qu'il avait d'après 
les équations (3), il est clair que toutes les équations (4) 
sont satisfaites, en prenant pour Xi, X,,... les valeurs 
mêmes de X', X^',..., D'où l'on conclut, comme nous 
l'avons annoncé, que , si l'on supprime du premier sys- 
tème 4es liaisons qu'exprime l'équation L = o, et qu'on 
introduise en chaque point trois forces parallèles aux 
axes et «gales au produit de X par les dérivées par- 
tielles de la fraction L par rapport aux coordonnées 
t'cspectives de ces divers points, l'équilibre ne sera pas 
troublé; et l'ensemble des forces qui remplaceraient 
les liaisons restantes est représenté par l'ensemble des 
ternies des équations (3) qui proviennent des fonc- 
tions L , L , . . . . 

Si^ dans le 'nouveau système, on supprimait encore les 
liaisons exprimées par une autre équation , on verrait de 
même qu'il faudrait introduire en cbàque point des forces 
i'eprésentées par les termes des équations (3) qui renfer- 
ment lés dérivées partielles de cette éqUation ; car ces ter- 
mes sont les mêmes dans les équations (3) et (4) 5 et ainsi 
de suite. 

On connaît donc ainsi les forces qui pouiTaîent , sans 
rien déranger dans l'équilibre , remplacer l'une quelcon* 
que des équations de liaison. 

Il faut remarquer toutefois que l'équation L = o pour- 
rait résulter de liaisons matérielles très-variées, et les 
efforts produits sur ces liens devront être calculés suivant 
leur nature. Ce que nous avons déterminé seulement , ce 
sont les forces qui en résultent sur les points dont les 
coordonnées sont x^jr^ z^ a/^ jr\»,,, 

ii3. Deux systèmes de forces appliquées à des points 
liés entre eux d'une manière quelconque sont dits égm- 
\>alents lorsqu'ils pourraient être détruits séparément 
par les mêmes forces; et il est clair que la même 

10. 
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propriété ue se conseryerait pas en général, si la na- 
ture des liaisons changeait. Or, il résulte du principe 
des vitesses virtuelles que la somme des moments vir- 
tuels de deux systèmes équivalents est la même, puis- 
qu'elle est égale et de signe contraire à une même 
somme. • 

Si deux systèmes peuvent être détruits séparément par 
un troisième, il est évident que tout autre système qui 
détruirait Tun des deux détruirait l'autre, puisque la 
somme de leurs moments virtuels serait la même, en 
vertu de la première condition. Réciproquement, si la 
somme des moments virtuels de deux systèmes est la 
même, ils feraient évidemment équilibre aux mêmes 
systèmes. 

application du principe des vitesses virtuelles à 
réquilibre d'un fil flexible, 

114. L'équation que nous allons traiter dépend du cal- 
cul des variations, puisque nous devrons considérer tous 
les points du fil comme se déplaçant infiniment peu, et 
que l'intégrale qui exprime la somme des moments vir- 
tuels devant être nulle, elle aura sa dérivée nulle. Il 
s'agira donc de déterminer la forme de la courbe par la 
condition que la variation d'une intégrale définie, prise 
dans toute son étendue, soit nulle en passant de cette 
courbe à toute autre infiniment voisine^ pourvu que tous 
ses points n'aient fait que se déplacer, et que les éléments 
infiniment petits qui la composent aient respectivement 
conservé leur grandeur. Or, ce problème est du genre 
de ceux que le calcul des variations a pour objet de ré- 
soudre. 

Soient \d,s\ Yds. 7jds\es composantes de la force qui 
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sollicite l'ëlément ds-^ le principe des vitesses virtuelles 
donnera l'équation 

/^f ( Xiîx 4- Ya>' -h Z^z) = o , 

cette intégrale étant prise dans toute l'étendue du fil , et 
les variations ox^ ày^ âz étant telles , que l'élément quel- 
conque ds conserve la même longueur, c'est-à-dire que 
l'on ait 

dx ,^ dy ^^ dz ,^ 
S€ls:=20, ou —'dSx-h-T-dor'h-rdoz = o, 

as as as 

Cette équation a lieu pour tous les éléments , et l'on a , 

par conséquent, autant d' équations de condition que d'élé- 
ments. D'après la théorie précédente, on doit les multi- 
plier par des coefficients indéterminés, variant de l'une à 
l'autre , et qui , par conséquent , dépendent de s •, de sorte 
qu'on peut les représenter tous par une fonction quel- 
conque de 5, que nous désignerons par X 5 et, ensuite, on 
doit ajouter tous ces produits à la somme des moments 
virtuels, puis égaler à zéro les coefficients de toutes les va- 
riations. Cette somme sera une intégrale prise entre les 
mêmes limites que la première, et l'on aura ainsi l'équa- 
tion d'équilibre : 

X.^x, 4- Y,(î/, ^ Z,<Î3, -h XM, -h Y,fy, H- Z,Sz, 

'dspLSjc-h^Sx -hZSz) 

^',(^d§a:^'^d^y + '^^d^z 
\as ds as 

^1 ri-^iî XtXt^t étant les coordonnées des extrémités, et 
XjYiZi, X2Y2Z8 les composantes des forces qui y sont 
appliquées. 
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Mais ou a 

f \ -r- dSx = \-— êx — /' $xd, À —- , 
•^ ds lis -^ f/s 

^ ds -^ ds -^ ^ - ds ' 

^ ds ds "^ ds 

réquation précédente devient donc 

[^-('^).]'''*[^-(>*).]'--^[^-(>s),> 

-[^•+(>l).>-[''-(4).]'---[^-(>S).^ 

r(x* - ./.> ^) J. + (y* - >;.> J) «-1 

Il faut maintenant égaler à zéro les coefficients des varia- 
tions de tous les points. On devra donc avoir, pour un 
point quelconque du fil , 

dx d v dzt 

(,) Xrf^ — £/.X — =rO, Yds—d.l-^^O, Zds — d.\-r=:0, 

^ ' ds ds ds 

et , pour les points extrêmes , 

i''-('ï).=». --(4)=». i-k%=- 

'M'i)r'- "-(4)=°. ^-(4:)=- 

Les équations (i) sont les mêmes que celles du n** 9o, 
dans lesquelles T est changé en — i. Eliminant entre 
elles ï , on aura les deux équations de la courbe , et la 
valeur de X s'ensuivra. Les équations (2) feront connaître 



(2) 
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les grandeurs et les directions des forces qui doivent être 
appliquées aux extrémités. 

On peut remarquer que l'équation précédente, fournie 
par le principe des vitesses virtuelles, serait la même si 
chaque élément, au lieu d'être lié aux autres, était entiè- 
rement libre, pourvu que sa première extrémité fut solli- 
citée par les forces ^ ;t- ? ^ ^ ' ^ T ' ^^^ ^^ réduisent à une 

force tangente «gale à 1, dirigée en sens contraire de l'élé- 
ment , et que la seconde extrémité fût sollicitée par une 
force tangente égale à i -f- dfX , et dirigée suivant le pro- 
longement de l'élément. D'où il résulte que l'indétermi- 
jiée — X mesure en chaque point la tension du fil , ce qui 
^'accorde avec ce qui a été dit n*^ 9S. 

Application du principe des vitesses virtuelles à F équilibre 
cTun système libre de figure invariable. 

US. Tout déplacement d'un système rigide libre peut 
;être produit, comme nous l'avons vu, par un mouvement 
de translation qui amène l'un des points , de sa première 
a sa seconde position , et par une rotation autour d'un axe 
passant par ce dernier point. Les variations totales que 
subissent les coordonnées d'un point par ces deux mouve- 
ments sont les sommes de celles qui résultent successive- 
ment de chacun d'eux j et lorsque le déplacement est infi- 
niment petit, les variations qui proviennent du mou- 
vement de rotation sont les mêmes que s'il s'effectuait 
autour d'un axe parallèle au premier, mené par la pre- 
mière position du point que l'on a considéré, tout le sys- 
tème partant de sa position initiale. Cette rotation peut 
se décomposer en trois autres autour des axes de coordon- 
nées^ el, en négligeant les quantités infiniment petites du 
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second ordre, on pourra supposer que chacune d'elles s ef 
fectue eu plaçant le corps dans sa position initiale. 

Cela posé, cherchons les équations d'équilibre d'un sys- 
tème de points de figure invariable, et, pour cela, calcu- 
lons le moment virtuel d'un quelconque de ses points, 
dont les coordonnées sont x^y^ ^ , et auquel est appliquée 
une force dont les composantes parallèles aux axes sont 
X , Y, Z. Nous pouvons supposer à l'origine des coordon-- 
nées un point lié au système, et tout déplacement virtuel 
pourra être opéré par un mouvement de translation qui 
amènera ce point dans la position qu'il devra occuper, et 
par une rotation du système partant de sa première posi-r 
tion, autour d'un certain axe passant par l'origine. I,a 
somme dos variations des coordonnées a:, y, z obtenues 
dans chacun de ces mouvements isolés formera leur varia- 
tion totale , ou les vitesses virtuelles dx^ dj^ âz de ce point 
estimées parallèlement aux axes. Et, si Ton regarde comme 
entièrement arbitraires les trois variations des coordon- 
nées du point situé à l'origine, ainsi que les trois quantités 
angulaires dont on fera tourner successivement le système 
autour des trois axes, à partir de sa première position , on 
aura l'expression des vitesses virtuelles pour tous les dé- 
placements infiniment petits compatibles avec les condi- 
tions du système. 

Considérons d'abord la rotation autour de l'axe des z. 
Le point M, dont les coordonnées sont jr, j , z, décrira uu 
arc de cercle dont la projection sur XY aura pour centre 
l'origine; et si l'on désigne par r le rayon de ce cercle, 
par ^ l'angle qu'il fait avec Taxe des x^ et par â^ l'angle de 
rotation autour de Taxe des r, on aura 

.r=/'coSw, ,)' = /*sinÇ, 

d où 
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la caractéristique ^i désignant la variation partielle rela- 
tive à ce premier niouvement, et d^ étant toujours consi* 
déré comme positif lorsque la rotation s'eilectue de gauche 
h droite, et négatif dans le cas contraire. Pour passer de 
celle rotation à celle qui doit avoir lieu autour de Taxe 
des or, il faut changer respectivement -j, x^y en x, j>', z] 
^t, pour passer de celle-ci à la troisième, on changera 
X, j^, z eny^ z, x. Si donc on désigne par 5|, ârj les quan^ 
lités angulaires dont le système tourne autour de l'axe 
des X et de l'axe des j^, et par â^ , â^ les variations relatives 
h chacun de ces mouvements , on aura 

Soient maintenant a, b. c les déplacements infiniment 
petits du point situé à l'origine, dans le sens des axes, 
et âxy ây^ âz les variations totales des x^ y^ z, on 
Aura 

$z z=: c -\- yS^ — x^Yi', 

et l'équation 

devient 

^[X«-+- Yô-f-Zc-|-(rZ- zYj^Ç+(3X— ^Z)(îyj+(^Y— -jXj^y = o . 

Pour que le système soit en équilibre, il est nécessaire et 
suflSsantque cette équation ait lieu, quel que soit le dé- 
placement virtuel , c'est-a-dire quels que soient «, i, c, 
cî|, dvij d^. Egalant donc à zéro les coefficients de ces 
indéterminées, on aura les équations suivantes, qui ex- 
priment les conditions d'équilibre d'un système inva- 
riable» : 

:^X — o, iY = o, IZ = o, 

l(yZ — 2Y) = o, l{zX — JcZ) = c), i:(.rY — jX) = o. 
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Si Ton désigne par P la force dont les composantes sont 
X , Y, Z , et par a, o, 7 les angles que sa direction fait avec 
les axes 9 ces six équations deviennent 

ZPcosa = o, 2P COSo = G, 2PCOS7 ^= ®> 

SP(jCO$7 — ZC0S6) =r G, lP(zcOSa — XCOS7) = ^9 
2P(jrcos6 — jCOSa) == G. 

Elles coïncident avec celles du n** 38. 

Remarques siir Céquilibre d'un système quelconque, 

116. Loi'sque rcxpression 2(X cîx + XSy -f- Z dz) sera 
la variation d'une certaine fonction de x, y^ z^ x\ y\ 
z\ etc. , traitées comme variables indépendantes , l'équa- 
tion donnée par le principe des vitesses virtuelles montre 
que, dans la position d'équilibre, cette fonction est, en 
général, un maximum ou un minimum par rapport à. 
toutes les valeurs qu'elle peut prendre lorsque le système 
subit un déplacement infiniment petit quelconque, com- 
patible avec ses liaisons; le minimum correspond au cas 
de l'équilibre instable, et le maximum au cas de l'équi- 
libre stable. Mais cette discussion nous écarterait trop 
de notre objet, et nous nous bornerons à examiner le cas 
simple d'un système quelconque de points pesants. 

Si l'on prend l'axe des z en sens contraire de la pesan- 
teur, on aura 

X = o, Y=o, Z=r — gdm , 

(Itn désignant la masse d'un quelconque des éléments. 
L'expression Yél^Sx+XSy+Vjd z devient alors — gL(îmiz\ 
et l'équation d'équilibre sera 

Irlnioz =r o, ou ^Izflni =z o; 

donc ^zflrn est niaximiiiu ou niininiuin. Mais ^zdin est 
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^gal au produit de la masse du système par le z de son 
centre de gravité; donc ce centre est le plus haut ou le 
plus bas possible, lorsque ce système est en équilibre. Le 
premier cas est relatif au minimum de l'intégrale de 

— gEtdm3z\ il correspond à l'équilibre instable, et le 
second à l'équilibre stable. On en voit un exemple bien 
simple dan3 l'équilibre d'un cylindre elliptique posé sur 
un plan horizontal. La chaînette en présente un autre, 
que nous avons déjà eu occasion de remarquer. Nous 
avons reconnu, dans le n^ 99, que son centre de gravité 
est placé plus bas que pour toutes les courbes isopéri- 
mètres ayant les mêmes extrémités. 

il 7. Autre propriété de maximum ou de minhnum, 

— Soient P, P',... des forces en équilibre sur un système 
quelconque; M, M',... leurs points d'application. Pre- 
nons à partir de ces points, et sur la direction des forces, 
4es longueurs MN , M'N',. • • proportionnelles à ces forces, 
ipt désignons-les par ^, />',.•• 5 ^^ \^^ sorte que Ton ait 

p = hV^ p' = kV\ 

Le théorème que nous voulons démontrer consiste en ce 
que la somme /?* H- /?'* + •• • ou S/7* sera un maximum 
pu un minimum, parmi toutes les valeurs qu'elle peut 
prendre lorsque, les points N, N',.«» restant fixes, les 
points M, M',... subissent un déplacement virtuel quel-^ 
conque, compatible avec les liaisons du système. 

En effet, soient L {fig» 87) une position infiniment voi-^ 
§ine que peut prendre le point M*, H sa projection sur la 
direction de la force P^ 9 l'angle PML ; faisons ML == r, 
MH = dp. 

Le principe des vitesses virtuelles donne pour tous les 
déplacements possibles 2Pcî/^ = o; et par conséquent, en 
multipliant tous les termes par A' , 
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équation qui équivaut à 

d'où il suit que généralement Hp* sera un maximum ou 
un minimum pour tous les déplacements infiniment petits 
de^ points M, compatibles avec les liaisons du système; 
car c'est avec cette dernière condition que les dp sont en- 
tendus dans l'équation (1). 

Pour reconnaître si 2p* est un maximum ou un mini- 
mum, calculons exactement son accroissement. Si nous 
désignons par pi la valeur NL dé p après le déplacemeni 
virtuel arbitraire, nous aurons 

p] =/?' — 2pr cosB 4- r% 
d'où 

l.p] = 2/?' — 2ï/?r ces -f- ïr '. 

L'accroissement de 2p* est donc 

(3) Slp^ = — 2lpr ces 4- lr\ 

Or, le premier terme de cette expression n'est autre 
chose que — oSpâp^ puisque l'on a 

rcosO = §p', 

donc si l'on avait rigoureusement l'équation (1), d^p* se 
réduirait à 2/** qui est essentiellement positive, d'où il 
suivrait que S/>?* serait toujours minimum. Mais nous 
avons fait remarquer, dans la démonstration du principe 
des vitesses virtuelles, que ^pâp n'était pas généralement 
nul , mais infiniment petit du second ordre*, et commcSr 
est du même ordre , les deux parties de cî2/?* sont compa- 
rables, et l'on ne peut rien dire d'absolu sur le signe du 
résultat. Cependant on peut faire quelques remarques im* 
portantes à cet é^ard. 

Supposons d'al>()r(l (juc 2Po/? soit de même signe pour 
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ton» les déplacecients virtuels, il faudra diHliiigurr ih'uv 



S'il est iiësatif« les deux termivs i\v. Vv.\\u'i^um Ç\) 
.. mont positifs « et par conséquent £/;' A(*ra un niininiuni, 
^. fMlIe que soit la valeur du rapport ft, dt*|>ui!i xi^ro juMiprÀ 
^-nnfini. 

S il est positif, la première partie de Jï/i* jiern ué^Htivis 
ttGommc elle varie proportionne] leni(*n t. ii /r, on pourrit 
donner à ce rapport une valeur a»Me/ f^riindr pour ijur 
cette première partie l'emporte sur la seecuidr ÎJ/'*, «(uel 
^soit le déplacement virtuel, et cela aurii lieu d<*|Hiiii 
cette valeur de ^jusqu'c^l'inlini : dans toute rt*iie étendue, 
£/>' sera maximum. 11 pourra arriver «pr<*ntre eefle liniili' 
inférieure de fc et une autre valeur plus |H*lit<*, l/i pi'** 
mière partie de (3) soit taniAi supérinin*, iiinlùl inCé 
Heure à la seconde ; entre ces limites il n'y aur» ni uiiixi 
mum ni minimum. 
1 Mais ce qui est très- remarquable, r'ei»! que diin^ lonn 
les cas, et lors même que ^Pôp n'a pan \r même nifjnr 
pour tous les déplacements virtuels, on p'-ut titunu'i' mt 
fapport^, et par suite aux longueur*»//, //,..., *U*n valeurti 
assez voisines de zéro pour que la prei«ii?r'* partie de C.S) 
soit incomparablement plus jMfiile qu** î^r*. Il nuOit, l'U 
^et, de supposer cpie p^ p w/ient Ai% infiniment petilu 
du premier ordre, parce que la premier*' partie de l'ex- 
pwssion (3) deviendra infiniment |Hftjr#* Aw troii>iênie 
Ordre, et l'autre n'étant que du Mîi^md, «ifi ni^ne prévau» 
dra. D'où il résulte que 2/?* Mfra minimum, \nim\\\i* mptt 
accroissement sera toujours |K>silif. i^Mie dernière pro|K>- 
rition est due à M. Gauss; elle n'#**t qu*ijri cas partieu- 
Ker d'un théorème que cet illustre fçéomêtre a tionti^^ dans 
le cas d'un mouvement quel*'onqu<*. i/^-^t là le ea« où le 
Mouvement se réduirait à 7>éro- On p^fut dire awm qui* <'e 
Aëorèrae est renfrnné dans la proi^^^siti/fn \n'^'éiU'nU' , 
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en vertu du principe de dWlembert, dont noos parlerons 
plus tard. 

Mais il faut bien remarquer que ce n'est pas seule^ 
ment dans le voisinage de A = o que 2)p' sera nécessaire- 
ment un minimum; il en sera ainsi depuis cette limite 
jusqu'à une certaine valeur finie de k^ pom* laquelle la 
première partie de o^p* cessera d*étre inférieure & la se' 
coude pour tous les déplacements virtuels. 

On peut observer encore que lorsque, pour une valeur 
de i, Zp' sera maximum, il suffirait de porter les quanti- 
tés p dans le sens opposé pour que 2p' devint mininuun) 
car alors cos9 changerait de signe sans changer de valeur) 
et les deux parties de o^* seraient positives. H y aurait 
donc minimum en considérant cette même valeur de A, 
avec le système des forces égales et contraires aux pre^ 
mières, et qui seront en équilibre en vertu du principe 
des vitesses virtuelles. 

Remarques sur la réduction d'un ^'sième de forces. 

118. Nous avons démontré quun système de forces 
appliquées à des points liés invariablement entre euX) 
mais libres dans l'espace , pouvait toujours être réduit à 
une force unique et un couple ^ cette force est la résultante 
de toutes celles du système transportées parallèlement à 
elles-mêmes en un point choisi arbitrairement, et qœ 
nous nommerons Torigine. Elle est donc toujours la 
même en grandeur et en direction -, son point d'applica- 
tion peut seul changer, il est entièrement arbitraire. 
Quant au couple résultant, il dépend du point où l'on a 
transporté toutes les forces. Si on le décompose en deux 
autres dont l'un ait son axe dans une direction donnée, et 
l'autre dans une direction quelconque perpendiculaire* 
le premier est égal, comme nous l'avons démontré, à la 
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somme des mioments de toutes les forces par rapport k la 
droite menée par l'origine suivant la direction donnée. 
iXous allons faire quelques remarques importantes sur les 
moments relatifs aux droites qui passent par un même 
point, et sur les changements qu'ils éprouvent quand ce 
point se déplace. Nous les avons reportés à la fin de la Sta- 
tique, afin de ne pas entraver la marche du cours. Ce 
que nous allons dire est extrait de l'ancien Mémoire de 
M. Poinsot, sur la composition des moments. 

419. Moments par rapport aux différents axes qui 
passent par un même point. — La somme des moments de 
forces quelconques par rapport à un axe s'obtient, comme 
nous l'avons vu, en projetant sur cet axe les trois sonmies 
relatives aux axes coordonnés rectangulaires qui passent 
en ce point, ou plus simplement, en projetant le moment 
résultant ou celui du couple résultant sur ce même axe* 
Ainsi , quand on aura déterminé en direction et en gran-^ 
deur Taxe du couple résultant relatif à une certaine ori- 
gine, il suffira de le projeter sur une droite quelconque 
passant par ce point, pour obtenir la somme des mo-^ 
ments des forces par rapport à cette droite. D'où résultent 
les propositions suivantes : 

«Si Von considère les sommes des moments d'un 9ys^ 
tkme quelconque de forces par rappott à toutes les 
droites qui passent par un même point, la somme maxi-^ 
mum sera celle qui correspondra à F axe du couple résul^ 
tant relatif à ce point pris pour origine. 

La somme des moments sera la même pour toutes les 
droites qui feront le même angle avec Vaxe du couple 
résultant. Elle sera nulle pour toutes les droites perpen^ 
déculaires à cet axe. 

ISO. Comparaison des moments maxùna relatifs à 
différents points. — Soient A {Jig» 38) une origine quel-^ 
conque, AR la résultante des forcffs lransporté(?s en r<^ 
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linlinî. en ehanç«?ant la di»UDt.x- lir A à AK. Il'où Ton 
voit que le moment maximom relatif au |H>int A« t>om- 
pire à ceux qui correspondeut aux dirons axt^ passant par 
A', sera plus petit que les uns et plus grand que K^s autrt^« 
si les directions AM. AR sont ditrêrentos; mais si elK^ st^ 
confondent, les deux couples à composer aiiix>nt toujours 
leurs axes perpendiculaires entre eux« et par txinsequont 
dooneront un couple résultant plus £n*and que A^l. IVoù 
résulte cette proposition : 

Le point de F espace pour let/uel le moment tht coup/e 
résultant est le plus petit y est ce/ui pour lequel la ttitw^ 
fion de F axe de ce couple se confond arec celle de la 
résultante. 

Et, d'après ce qui \ient d'être établi tout à Dieuiv, si 
1 on trouve un point jouissant de cette propriété « tous les 
points de la parallèle à la résultante menée par iv jH>int en 
jouiront de même; et tous les axes des couples ix'sii liants , 
ou, en d'autres termes, les axes pour lesquels la soninu' di^ 
iQoments des forces est maximum , considérés pour tous K^ 
points de cette droite, se confondent, puisqu ils sont paral- 
lèles à cette droite même ; de sorte qu'il n\»xiste dans l'es- 
pace qu'un seul axe tel que la somme des moments ties 
forces par rapport à lui soit plus grande ()ue par rap|)ort 
à toute autre droite menée par un de ses points, et en 
même temps soit moindre que la somme maximum^ rela- 
tive à tout point situé en dehors de lui. C/wlàeel a\e 
que M. Poinsot donne le nom d'axe central dt^s mo- 
ments, 

121. Détermination de l'axe ccjitraL — Ponr obtenir 
Taxe central , il faut choisir le point A\ de t(*lle vsorte cpie 
la perpendiculaire au plan RAA', ou Taxe du couple \\\\\ 
soit dans le plan MAR. 11 suffira , pour cela , de prendre A' 
dans le plan mené par AR perpendiculairement au plan 
MAR, et du côté de AR, pour lequel le sens du couple 
I ^ année. 1 1 
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poiut , et AM la direction et la grandeur de Taxe du couple 
résultant correspondant. Pour obtenir le couple résul- 
tant relatif à une autre origine quelconque, il suffirait de 
composer avec le premier un nouveau couple formé de 
la force R et d*'une force R' parallèle et contraire menée 
par A'; d'où l'on conclut d'abord que si A' est sur la 
droite AR , ce dernier couple est nul, et le couple résultant 
est le même qu'au poiut A. On a donc cette première 
proposition : 

Le couple résultant est le même en grandeur et en 
direction pour tous les points d'une même droite queU 
conque parallèle à la résultante. 

En d'autres termes : Pour tous les points d*une même 
droite parallèle à la résultante^ les axes de moment 
maximum sont parallèles y et ce moment a la même 
"valeur. 

Supposons maintenant que le point A' ne soit pas sur 
la direction AR de la résultante relative au point A, le 
couple qu'il faudra composer avec AM aura son axe per- 
pendiculaire au plan RAA', et par conséquent à la droite 
AR. Si l'on fait venir le point A', cet axe pourra prendre 
toutes les directions dans le plan perpendiculaire à AR; 
aucune ne sera celle de AM si l'angle Q n'est pas droit, 
c'est-à-dire si le système des forces n'a pas de résultante 
unique : ainsi , en exceptant ce cas particulier, la direction 
de l'axe du couple résultant sera différente de AM si A 
n'est pas sur AR. Les directions diverses de l'axe du 
couple RR' feront avec AM, les unes un angle aigu, les 
autres un angle obtus , si AM et AR n'ont pas la même 
direction. Les axes qui feront un angle aigu avec AM don- 
neront un couple résultant plus grand que AM -, ceux qui 
feront un angle obtus pourront donner un couple résul- 
tant plus grand ou plus petit que AM, suivant la gran- 
deur du monu'ijl du eouplt; R, R' qui peut \arierde zéro« 
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donne au couple RR' le sens que nous avons indiqué pré- 
cédemment. 

Le point A' étant ainsi déterminé, la parallèle à la ré- 
sultante menée par ce point sera Vaxe central y et , nous 
le répétons, la direction de cet axe est, pour un quelconque 
de ses points , celle de Taxe du moment maximum ^ et ce 
moment est moindre que le maximum correspondant à 
tout autre point de l'espace. 

122. Disposition de tous les axes autour de l'axe cen- 
tral. — Concevons un plan quelconque perpendiculaire à 
Taxe central 5 ce que nous dirons de tous les points de ce 
plan s'appliquerait identiquement à ceux de tout autre 
plan parallèle , et par conséquent de tous ceux de rcspace. 

Soient AR (fig* Sp) cet axe, et A' un point quelconque 
du plan pei^pendiculaire mené par A. En prenant ce nou- 
veau point pour origine, il faudra composer le couple résul- 
tant dont l'axe est AM en direction et en grandeur, avec le 
couple situé dans le plan RAA', ayant pour moment R/?, p 
désignant la longueur A A'. L'axe du couple résultant sera , 
en direction et en grandeur, la diagonale AB du rectangle 
construit sur AM et AN égal à R/7 et perpendiculaire au 
plan RAA'. Désignons par (p l'angle de l'axe résultant avec 
l'axe central, et par H le moment résultant, on aura 

tang(p=:-f, K' = RV>'H-G^ 
Ij 

Les valeurs de R et 9 ne dépendant que de p, il s'ensuit 
T^epour tous les points d'une même circonférence décrite 
^u centre A dans le plan perpendiculaire à AR , les mo- 
^^n\s maxima sont égaux et leurs axes forment lui hypcîr- 
Woide de révolution autour de l'axe central, dont la 
^Circonférence que l'on considère forme le cercle de gorge , 

etledemi-axe imaginaire de l'hyperbole génératrice a pour 

c 
valeur — • Si l'on prend p comme abscisse, et le moment 

1 1. 
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donnera à Taxe la direction AN et non la direction oppo- 
sée , parce qu'il faut que AR soit dans Tangle des direc- 
tions des deux axes composants. Cela pose , il suffira de 
prendre le point A' à une distance de AR telle que le mo- 
ment du couple soit égal au côté MB du parallélogramme 
MBAN. Si donc on désigne par G le moment du premier 
couple résultant AM ; par R celui du nouveau couple ré- 
sultant ; par p la distance de A' à AR \ par 6 Tangle MAR, 
le moment du couple RR' sera Rp, et l'on aura 

, LXH-MY-f-NZ 
eosO = ~ , 

xr n . LX-4-MY4-TNZ „ ^ . ^ 

K = Gcosô= --— — , R/7 = Gsme. 

R. 

Le point A' est ainsi déterminé autant qu'il doit Fétre; 
ce sera Tun quelconque de ceux de la parallèle à AR menée 

à la distance — :^ — de AR , dans le plan perpendictdaire 

au plan MAR conduit suivant AR , et du côté de AR que 
nous avons indiqué. Si l'on veut prendre en particulier 
le point situé sur la perpendiculaire au plan MAR mené 
par A , ses coordonnées a , i , c se détermineront par les 
équations suivantes, en prenant le point A pour origine : 

R^ 

/7X + bY -f- <?Z :=z o , <7l. H-rtM -hrN =r o. 

Les deux dernières expriment que la droite A A' est per- 
pendiculaire sur la résultante , dont les composantes sont 
X, Y, Z, et sur l'axe du couple résultant, dont les axes 
composants sont L, M, N. La première exprime que la 
longueur A A' est égale à p. Ces trois équations donnent 
deux points dont les coordonnées sont égales et de signes 
contraires 5 mais un seul devra être choisi : c'est celui qi*-^ 
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correspondaul K comme ordonnée, on oonstmira, d'apri^^ 
Téquation ci-dessus, une hypeAole dont Taxe réd mê^^ 
dirigé suivant AR et aura pour valeur aG* Son demi-tx^^ 

imaginaire sera - comme pour Fautre hyperbole.. 

Ainsi , Taxe central jouit de la pnqpriété , qœ pour tou 
les points d'une surface cylindrique queloonque dont il 
est Taxe, le moment maximum a la même valeor;^ l'axe 
de ce moment a la même directi<m pour tout les points 
d'une même arête de ce cylindre; il change de direction 
en passant d'une arête à une autre, en conservant la 
même inclinaison sur Taxe et la même distance. La va- 
leur du moment maximum augmente indéfiniment avec 
la distance de rorigine à Taxe central ; et Faille de Mm 
axe avec Taxe central a pour limite Fanj^^ droit. 

123. Cas oà le système des forces a une rèsMÊiante^ — 
Si Ton prend pour origine un point qudcopqne de. cette 
résultante, le couple correspondant sera nul, et par ooo- 
séquent cette droite sera Taxe central lui-même. Les for- 
mules précédentes donnent, en effet, p = o quand on 
suppose G = o. Si maintenant on prend une origine 
quelconque en dehors de la résultante unique, on aura un 
roupie résultant dont le plan sera celui qui passera par 
Taxe central et la nouvelle origine. Ainsi, dans ce cas 
particulier, tous les points d'un même plan quelconque 
passant par la tvsultante unique donnent des couples 
résultants, dont les axes sont parallèles. 

Mais les moments de ces couples ne sont pas ^anx; ils 
sont proportionnels à la distance de Torigine qui leur 
correspond à la résultante générale. Us n'ont donc la 
même valeur que pour les points situés sur deux paraDêles 
équidistantes de cette résultante^ et de plus le sens de ces 
couples n\^t le même que pour les points d*une même 
parallèle. 
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\ii. Cas oà la résultante est nulle. — Si la résultante 
^stnulle, le changement d^origine n'introduit aucun nou- 
veau couple , et par conséquent le couple résultant a toU- 
J ours le même moment , et son plan la même direction , 
cjuelle que soit l'origine où Ton transporte les forces. 

attraction mutuelle des corps, 

125. L'ensemble des phénomènes célestes nous con- 
duira plus tard à admettre que les molécules des corps 
s'attirent proportionnellement à leurs masses, et en raison 
inverse du carré de leur distance. Il est donc convenable, 
pour préparer à Tétude des diverses questions relatives an 
système du monde , de calculer quelques effets de l'attrac- 
tion des corps ^ et nous considérerons plus particulièrement 
ceuic dont la forme se rapproche le plus de celle que nous 
présentent les corps célestes. 

Nous allons nous proposer d'abord de calculer l'ac- 
tion mutuelle de deux sphères composées de couches con- 
centriques homogènes , mais dont la nature peut dépendre 
de leur distance au centre. Nous supposons que tous les 
points de l'une attirent chacun des points de l'autre, de 
manière que l'action et la réaction soient égales -, eu sorte 
que, si Ton joignait deux points par une droite inflexible, 
l'action mutuelle de ces points ne produirait aucun mou- 
vement. Cette action peut changer suivant une loi quel- 
conque, avec la distance des deux points; nous suppo- 
serons ici qu'elle varie en raison inverse du carré de la dis- 
lance. 

Si nous concevons que toute la matière qui compose 
l'unité de masse , tant de l'une que de l'autre substance , 
soit réunie en un même point, sans rien perdre de son 
action , et que ces deux points soient placés à l'unité de 
distance l'un de l'autre, ils prorhiironl l'un sur l'autre 
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limites a — r et a + r a pour valeur 
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on voit qu'elle est la même que si toute la matière était 
réunie au centre. 

Pour avoir l'attraction exercée par un solide composé 
de couches sphériques homogènes, mais dont la nature 
peut varier avec r d'une manière arbitraire , il faudrait 
faire la somme des actions de toutes ces couches, et 
comme elles sont toutes les mêmes que si on les réunis- 
sait au centre, on obtient la proposition suivante: 

Un solide composé de couches sphériques homogènes, 
de nature différente, et dont tous les points nttuvnt'wt 
point extérieur en raison iny^erse du carré des di$tance^, 
exerce sur ce point la même action que si toute la mor- 
lière qm le compose était réunie en son centre. 

Dans le cas d'une sphère homogène , de rayon R ^ l'ex-» 

pression de cette action sera ^—~ — f 

Si le point A était intérieur à la couche infiniment 
mince que nous avons considérée, les limites de u seraient 
/• — aet/' + a, et la somme se réduirait à zéro. D'où 
résulte cette autre proposition : 

Dans la même loi d'attraction, V action du même 
solide est nulle sur tout point situé en dedans de la sur-- 
face intérieure. Et pour un point situé dans F intérieur 
de sa masse. Faction se réduit à celle du solide compris 
entre la surface intérieure et celle de la surface sphé- 
rique concentrique qui passe par ce point. 

Il résulte de là que raction d'une sphère entière sur un 
|)oint de son intérieur est bornée à raction de la sphère 
concentrique dont la surface passe par ce point. 

Dans le ras où loutrs los couches vSont de même nature, 
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si R désigne le rayon de la sphère et /* la distance du }K)int 
que Ion considère au centre, Faction de la sphère sera 

^Trp/nf////'; 

elle ne dépend plus de R , et est proportionnelle à la dis- 
tance au centre. 

126. Rien n'est plus facile maintenant que de calculer 
'action mutuelle de deux sphères extérieures Tune à 
'autre. D'abord, l'action de l'élément dm sur la première 
sphère étant égale et contraire à celle de cette sphère sur 
dml^ puisque toutes les actions élémentaires qui les com- 
posent Tune et l'autre sont égales et contraires par hypo- 
thèse, il s'ensuit que la résultante des actions de la pre- 
ïïl.ière sphère sur tous les éléments dm qui composent la 
seconde, sera égale et contraire à la résultante de toutes 
les actions des éléments de la seconde sur la première ; 
c'est-à-dire que les actions des deux sphères l'une sur 
1^ autre sont égales et contraires. 

Or, d'après ce qui précède, l'action de din sur la pre- 

^>xiière sphère est la même que si toute la matière qui la 

ocmpose était réunie en son centre. La question revient 

donc à calculer l'action de la seconde sphère sur ce point \ 

mais il est prouvé qu'elle est la même que si toute la ma- 

t.îère de la seconde était réunie en son centre; d'où l'on 

conclut que 

Deux sphères composées de couches homogènes quel- 
conques y dont tous les points s^ attirent proportionnelle- 
'nent aux masses et en raison inv^erse du carré de la dis- 
^<ince^ exercent l'une sur l'autre la même action que si 
l^nuitière dont chacune d'elles est composée était réunie 
^1 son centre. 

La même proposition a évidemment lieu pour deux 

sphères creuses composé(*s de même de couches homogènes. 

^27. On peut démontrer Irès-simplemeiit que les ac- 
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lions exercées par tons les points d^one couche sphérique 
homogène et infiniment peu épaisse , sur un point de Fin- 
térieur, se détruisent. 

En effet , soient O ( fig. 40^^ centre de la surface inté- 
rieure de la couche, OB son rayon , et A le point intérieur 
que Ton considère. Menons par OA un plan quelconque , 
et soient M et N deux points infiniment voisins pris sur 
la circonférence suivant laquelle il coupe la sphère^ tinms 
les droites MAM', >A>'', M>', M' S'-, les triangles AMN, 
AJVrN' seront semblables. Si maintenant on fait tourner 
le plan autour de OB, les cordes ou les arcs MN, M'îi' 
engendreront des surfaces qui, multipliées par TépaiV 
seur infiniment petite de la couche, seront des éléments 
de son volume ; or, les actions de ces deux éléments sont 
égales et contraires ; car elles sont proportionnelles aux 
surfaces engendrées par MN ct^'^, et en raison inverse 
des carrés des distances ; il suffit donc de prouver que ces 

surfaces sont en raison directe de AM ^ AM', ce quon 
reconnaît facilement en observant qu'elles sont propor- 
tionnelles aux produits des arcs générateurs par leurs dis- 
tances à l'axe, et que ces produits sont dans le rapport 

de AM : AM' à cause de la similitude des triangles. 

128. filtre loi cV attraction, — Si l'on suppose l'actiou 
de deux points proportionnelle à leur distance, on peut 
facilement calculei* l'attraction d'un corps de figure quel- 
conque sur un point placé arbitrairement. 

Prenons , pour cela , trois axes rectangulaires se cou- 
pant au centre de gravité du corps attirant, et faisons 
passer l'axe des x par le point attiré. Soient a:, j^ z les 
coordonnées d'une molécule quelconque dm du corps» 
a la distance de la molécule attirée dnî à l'origine; ks 
trois composantes de l'attraction de dm seront 

f[x — a) dm dm\ fy dm din\ fz dm dm' . 
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Si ron fait la somme de ces valeurs élémentaires, eu pre- 
nant pour dm successivement tous les éléments du corps , 
et que l'on observe que, d'après les propriétés du centre de 
gravité, on a 

Ixdm = o, If dm = o, Izdm = o, 

on trouvera que les composantes de l'attraction totale, 
parallèles aux axes des z et dcsj^, sont nulles; et que la 
troisième, qui est la résultante, a pour valeur — fMadm\ 
M désignant la masse totale du corps, ou du système quel- 
conque de points attirants. D'où l'on conclut que, dans 
la loi supposée , l'attraction d*un système quelconque de 
points sur un point situé d'une manière quelconque est 
la même que si toute la masse attirante était réunie en 
son centre de granité. 

Si maintenant on considère l'action mutuelle de deux 
corps quelconques, un raisonnement analogue à celui qui 
a été fait précédemment pour deux splicres démontrera 
qu'elle est la même que si la masse de chacun des corps 
était réunie en son centre de gravité. 

Calcul de l'attraction d'un corps quelconque sur un 

point matériel. 

129. Nous allons maintenant envisager la question 
d'une manière plus générale et supposer l'attraction de 
deux éléments proportionnelle à leur masse, et à une 
fonction quelconque de leur distance 7*. Considérons un 
corps de figure quelconque dont la densité, variable 
d'un point à un autre, soit représentée par p, et cherchons 
les trois composantes de son action sur un point matériel 
dont la masse est fjt, et dont les coordonnées sont « , 6, y. 
L'élément de volume dxdydz du corps aura pour masse 
pdxdydz ^ et son action sur [l sera exprimée par 
lip dx dy dzF (r) ^ si Ton désigne par F(r) l'action mu-^ 
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tuelle de deux unités de masse à une distance r Tune de 
l'autre. Les composantes X , Y, Z de rattractîon du corps 
entier parallèlement aux axes de coordonnées seront 

X = ^ JJJp(±^y(r)dxdxdz, 
Y = ^, JJJ^{^-^\jl^[r)d^dydz, 

et Ton aura 

\/{x — a)^ -f. (x — 6)* -h (s — yY = r, 

11 suffirait de les changer de signe pour passer au cas de la 
répulsion. Ces intégrales, qui s^ctendent à la masse en- 
tière du corps, peuvent se réduire à une seule. En effet, 
en diilërentiant partiellement r par rapport à a, 6, 7, on 
obtient 



dr (x — a) 


dr ix - ê) 


dr (z — 7) 


dot, r 


r/Ç r 


dy r 



Soit maintenant (f(r) la fonction dont la dérivée, par 
rapport à r, est F(r)5 posons 

et diflérentions les deux membres de cette équation par 
rapport à a, 6, y, il suffira de différentier sous le signe /? 
si (p(r) ne passe pas par Tinfini; et Ton trouvera ainsi les 
formules suivantes 

^=-^7^' ^ = -^^^ ^=^^dy' 

'^fout dépend donc de la seule intégrale U. 

Il est bon de remarquer que si , dans le cas, par excjn- 
ple, (l'un solide indofini , Fintégralt* l' prenait une valoir 
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tuf'llf df deux unités de masse à une distatiCi' 
i'autn.*. L^'S comjx>santes X, Y. Zde 1 attiacîi 
('Utî^T {ia rail élément aux axes decourdoiiH' 
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tiêre du corps, peuvent se rf'di' , 
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obtient ^ 

; i <fone alors 

fir [x — a) (tr 

di~ ~r " 'il'-, " ■ 1 - '"'iW//, 



\ -TO. 



Soit niainlenant (j^\^f] la ' '' -^ * '^'^ ^ura 

rapport à i\ est 1 . /* : ■■.■ 

fi'f'-- 

rt dilîër(MitioM> Ir- ..il. ;■ > " /'t' •''»' d\utraction^ 
rapporta a.c. y: il ^udm i .....<•// v«/' /£// point *// 

^i "-iO") ne passe p.i-. p.ir . i;;» ■■ i. Juce, 

tVn ïniil(*ssin\.'irit«s ^nr un point tpii fer*' 

: i rrlle ({u'exereerait- 
il" lavon a et eelle (J 
iiuiiait donc supposer 
I niu «Icpcnd dnin ' ,■ , réunie au centre. 

Il «st |h»ii di- 1 1 ■■ ■ ., ■ , loi donnée. 

l'l«- 'I i:i, snli.li- i, ■■ . .Mj dune splièn- plein* 



.V V 






] l'i» F I ■" 

. : Hi' f \\u> ■li'.- 



■ : I 



1 Mil* 

ji.ii rap- 
; •! n-iiiar- 

>iii «arrr dv la 

lii tria, prenons 

■ Il ii:iiii', t't faisons 

1^ jj'iirit.s. // !«' rayon \it- 
; I III ji-.. f/tn sa niasse, .v son 
■il .ilîii»': la distance de ce der- 
..11 i< iiri(|ii<' (lu corps sera 

' "»ris«'qiienl 

_ j_ 

l<-\i-iM|)|M' la puissance du trinôme, soit par la for- 
L..:;i;jiiu«-. soit par celle du binôme, on aura 

>i i|(i(iri4'i- sui\ant les puissances croissantes de ^«i 





■ii.tîi; plus (■(>n\erf^ent(; (|ue :^ sery plus petit, ef I on 

'<><-i:i ^iiiisi . en représentant par :M la masse totale des 
• j'^ ftiirant^. m observant que 2.rr/m vsi nuL j)nis(|ne 
'iuirr« esi ]r cttntre de î^ra\ i té du système, 

\ ..- r -*~ ~ - J' ' — '< )"f*f -\- et<- 

! ' lUl'i* t . I ' 



inb COURS DE HÉCANIQUK. 

i". Si le point attiré est extérieur au solide, on aur-^ m. 
a > A , et par conséquent a > m pour toutes les coucha m^ï 
que Ton a à considérer. On a alors 

f(/r=z9.ti et y = — j p«W/#. 

Si Ton désigne par M la masse du corps, on aura 



d'où 



47r I p//W/i = M ; 



V = — 9 d OU X = — ■ ' 

a or 



L'attraction est donc la même que si toute la matiè^^^^'^ 
du corps était réunie à son centre. 

2**. Si le point attiré est dans l'intérieur de la pi —^ 
petite surface, on a a < a, et par conséquent a < ïi da -"^ 
toute l'étendue des valeurs de u. On a donc alors 

fdr=:ioL et y =z ^TzJ^piititi, 
Celte quantité étant indépendante de a , on aura 



€ia 



=r G et par suite X = o. 



On voit donc que dans cette Tuéme loi d'attraction y '^ 

solide n'exercera aucune attraction sur un point sitr"^ '^' 
dans Tintérieur de sa plus petite surface. 

On conclut de là que l'action sur un point qui fera^ '^ 
partie du même solide se réduirait à celle qu'exercerait ^^^ 
partie comprise entre la sphère de rayon a. et celle c^l^^-^^ 
passerait par le point attiré. Il faudrait donc supposer ^^^ 
matière qui compose cette partie, réunie au centre, -^^'^ 
et agissant sur le point , suivant la joi donnée. 

S'il s'agit, par exemple, de l'action d'une sphère plein< 
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ho«:iiogèiie, sur un point de son intérieur, situé à une dis- 
taiice a du centre, on devra prendre M = J TTjOa'^ et l'at- 
tr£^<2tion a pour valeur ^iipffioc. Elle est donc directe- 
i?i€^^it propoHionnelle à la distance au centre. 

'l 33. Action d'un corps quelconque sur un point très- 
àloigné. — Si l'on considère l'action d'un corps de forme 
t^t c3e densité quelconques, sur un point dont les distances 
** tious les points de ce corps soient très-grandes par rap- 
por't à ses dimensions, on arrive à un résultat remar- 
qt:i.£ible que nous allons faire connaître. 

Supposons l'attraction en raison inverse du carré de la 
distance , et calculons la fonction V. Pour cela, prenons 
le centre de gravité du corps pour origine, et faisons 
d^ £(I)ord passer l'axe des x par le point attiré. 

Soient â la distance de ces deu( points, u le rayon vec- 
teti.r d'un point quelconque du corps , dm sa masse , x son 
abscisse, (i la masse du point attiré 5 la distance de ce der- 
nier point à un point quelconque du corps sera 

^^ l'on aura par conséquent 

^^ l'on développe la puissance du trinôme, soit par la for- 
'^"UJe de Lagrange, soit par celle du binôme, on aura 

^^€ série ordonnée suivant les puissances croissantes de ^9 

^^ d'autant plus convergente que -r sera plus petit, et l'on 

^^Ouvera ainsi , eu représentant par M la masse totale des 
^Orps attirants , en observant que ^xdm est nul, puisque 
^ origine est le centre de gravité du système , 

1Vf I 

V = y -+- — 2 (Sj:^— u')clfn 4- etc. 

i*"* année. \'j. 
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M 1 

On peut donc se borner à prendre V = y en négligeant j^ 

par rapport à -=;• En considérant maintenant un système 

quelconque d'axes passant toujours par le centre de gra- 
vité, et désignant par a^ ë^ y les coordonnées du point 
attiré, on aura 

Les trois composantes de Tattraction seront donc respecti- 
vement 

fx/Ma p/M6 fx/My 

d'où Ton voit que leur résultante passe par Torigine qui 
est le centre de gravité ^ la masse attirante , et qu'elle a 
la même valeur que si toute la masse était réunie en ce 
point. Ce résultat, qui n'est qu'approché pour un corps 
quelconque, est tout à fait exact dans le cas de la sphère, 
quelle que soit la distance du point attiré, pourvu qu'il soit 
en dehors de la sphère. Dans ce cas , l'intégration ferait 
disparaître tous les termes , excepté le premier de la série. 
Le calcul précédent a été fait d'après une loi particu- 
lière: on verra facilement que le résultat serait le même 
dans le cas où l'attraction varierait en raison inverse de 
toute autre puissance de la distance, et même suivant dcs^ 
lois plus compliquées. 

Action d'une couche elliptique sur un point intérieur- 

134. La proposition que nous avons démontrée relati- 
vement à l'action d'une couche sphérique sur un point 
intérieur, peut se démontrer géométriquement dans le cas- 
plus général du solide compris entre deux ellipsoïdes sem- 
blables ayant leurs axes coïncidents. 
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En effet, supposons d'aboixl le solide homogène; soient 
AI {fig* 4^) le point attiré , et |:a sa masse. Considërons-le 
romme sommet d'une infinité d'angles solides qui com- 
posent tout l'espace autour de lui , et cherchons la résul- 
tante de l'action des deux parties comprises dans un quel- 
conque de ces angles et son opposé au sommet. Soit DCAB 
une des arêtes de cet angle ; on aura AB = CD par la simi- 
litude des deux ellipsoïdes. Si nous désignons par cd la 
mesure de l'angle solide, nous pourrons décomposer le 
solide AB en éléments dont les épaisseurs PQ formeront 
la droite AB, et dont l'expression sera (ùr^dr; multipliant 

par ^^ j on aura l'attraction que cet élément exerce sui' 

le point M-, on trouve ainsi pjjxtùdr^ etlasomme/j/^w.AB 
exprimera l'attraction de la matière contenue dans AB. 
On trouvera de même |o/fxci).CD pour l'attraction de 
la matière contenue dans la partie CD; et comme les 
drokes AB et CD sont égales, ces attractions seront 
égales et par conséquent se détruiront. Donc , comme il 
en sera ainsi pour tous les angles solides autour de M, 
le solide homogène compris entre deux elUpsQÏdes sem- 
blables quelconques n exerce aucune attraction sur un 
point situé dans l'intérieur de sa plus petite surface. 

Cette proposition, étant indépendante de l'épaisseur, a 
lieu aussi pour une couche infiniment mince. Donc elle 
est encore "vraie pour un solide d'une épaisseur quel- 
conque composé de couches homogènes comprises entre 
des ellipsoïdes semblables , et dont la nature varie d'une 
manière quelconque de l'une à l'autre. 

IJS. Surfaces de nis^eau. — On appelle ainsi celles sur 
lesquelles un point matériel posé resterait en équilibre 
sous l'influence des forces du système. 

Considérons donc un corps quelconque qui attire un 
point suivant une loi quelconque ; on aura , d'après ce qui 

12. 
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« 

sphère; ou aura doDC, en appelant V la partie de V f^f^^ 
se rapporte à cette sphère , 

d'où 

d'Y cl'W d'V , 

et, par conséquent, 

, , ^^V d^y d}\ , 

la valeur de p se rapportant au point attiré. 

Nous allons montrer par quelques exemples très-siicr^^^*' 
pies comment les équations (i) et (2) peuvent servir ^ 

déterminer la fonction V dont se déduisent les trois 
posantes de l'attraction. 

137. Application à la sphère. — La sphère étant su] 

posée formée de couches homogènes , V sera fonction de lHHa 

distance r du centre de la sphère au point attiré; la r« 

sul tante de l'attraction sera dirigée suivant la droite 

d\ 
joint ces deux points, et représentée par ft/^-^- 

L'équation r* = a* + 6* + y* donnera 

dr a dr t dr y 
dci r d^ r dy / 

et Ton aui'a par suite 

d'\ a'd'W idV x'dV 

9 



dot} r' rfr^ r dr r^ dr 
d'\ ^-d^\ \d\ ê'rfV 



d^"^ r' dr"^ r dr r ' dr 
d'^y y 'd'Y idV fd\ 



Jyl ;.2 flf2 f, fjj, j.:\ fjf. ' 



û> 



WATHJl'I. iS3l 



ixois' aeruMsrefr eqiiation>, on aiirji . ni mij>- 
lut iaàtmri le fmnl koR de la qihèrf . 



drràr 



o. 



V diBpeaà donc akm d une rquatitui qui ne 
de difiërenlieUes partielles. En U niultipiMNH 



ir H. son iiremiet membre devient U dêri\(*e de r* -~ 

^ aura daor . en dësi^^nant par r nne <Yinslanie arhi* 
niiv. 

Soppoions d'abord que la sphère soil crcHwe el que U 
ointsmt dans rintéiienr de la pins petite snrfaee dont 
ovs désignerons le rayon par R,. l/attraetion de\ani 
ndeaunent être nolle pour r= o^ il faut qu on ait 

r = o et par suite -— ~=o. 
■ itr 

^c les composantes de Tattraclion sonl toujours nailo», 
le point est en équilibre, quelque position qu'il occupe 
ns la partie vide de la sphère. Supposons, en se<x>nd 
^, que le point fasse partie de la masse de la sphèn^^ 

tant une fonction donnée de /*. 

Multipliant par r* et intégrant à partir de It,^ il vient , 

observant que — étant nul pour tous le» point» «le Tin 

*ieur, Test aussi à la limite R|, 

r/V 



r'-r- = — an 1 nr^ir. 
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Or, I J^nr^pdr est la masse comprise entre celle surface 

et la sphère qui passe par le point attiré. Si on la désigne 
par M', on aura 

La valeur absolue de Tattraction sera donc'^^^ — ; elle est 

la même que si la masse M' agissait seule et était réunie 
au centre. 

Si le point attiré est sur la surface extérieure ayant 
pour rayon R , on aura, en désignant par M la masse totale 
de la sphère creuse , 

et rattraclion exercée sur le point aura pour expression 

R* 

Enfin, considérons un point extérieur à la sphère, 
c'est-à-dire pour lequel on ait /^R, on aura, comme 
dans le premier cas , 

mais^ à cause de la discontinuité provenant des points à^ 
la masse, la constante c n'est pas assujettie à avoit* ** 
même valeur que pour les points intérieurs. Pour la déter- 
miner, on fera /• = R et Ton devra trouver, d'après le <^-^^ 
précédent , 

rlV M 

—r- = — — : donc r =z — M , 

et ) on aura pour tous les points extcriouis 

r/V M 
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d'où 

dS _ C 

dr r 

€ étant une constante arbitraire. 

Mais remarquons, comme dans le cas d'une sphère 
creuse , que les points extérieurs et les points intérieurs à 
la couche cylindrique étant séparés par ceux de la masse 
de cette couche, pour lesquels les circonstances sont dif- 
férentes, il n'y a pas continuité en passant des valeurs 
de r plus grandes que le rayon de la surface extérieure 
cylindre aux valeurs de r plus petites que le rayon de h 
surface intérieure. 

Pour les points de l'intérieur de cette surface, la valeui^^ ^i 
«de c est invariable -, or, elle est évidemment nulle poui^ -â.i 
r == 05 donc on a, pour tous les points de l'intérieur, 

dV 

D'où l'on conclut qu'w/î cylindre creux indéfini^ com- 
posé de couches concentiiqucs homogènes, n exerce au- 
cune action sur un point situé dans V intérieur de sa sur^ 
face inteine. 

On démontrerait directement cette proposition de 1 
même manière que pour l'ellipsoïde creux. 

Cherchons maintenant la valeur de — pour les poin' ^ts 

appartenant à la masse du cylindre 5 pour ces pointas- _s, 
on a * 

d'\ ' lY — / . 

dr- r dr t r " 

et Ton Irouve par l'intégration, en désignant par Ri '*' 

rayon de la surface intérieure, 

d\ 



r 

dr 



— l\T. \ Tflr. 






^3: 



r&F.iii£mi A^^l.l.. — statioi'i . i S'- 

il nV j «'V , 

""J a pis df cuiistantca ajouitM . pain qnr — isi nul 

P^V rr= K]. puisqu il I esl poui lous le^ }Hniit$ dv Tinte- 
i^corde la surface dont It* raTou est T\, . Eu faisant 7-= R . 
«ttobtioit 

11 = _ 51 r\r,.. 

nmr les points extérieui^ on doit avoii 

«A __ C 

'dr ^ "k' 

FaiBant r=R. on trouve, «n \ertu de l'équation j>rét*t^ 
dente, 

C ^ — 4îr f ùrdr. 

A,' 

^ ocMistante étant ainsi déterminée . on aura pour toutes 
'es Valeurs de r plus grandes que R . 

dry_ C 

dr r 

^* '^attraction du cylindi^e aura pour expression 

r 

^^^ voit qu'elle varie en raison inverse de la distance du 
*^^înt a l'axe du cvlindre. 

Attrartiou <les ellipsoùies, 

139. Pour connaître les trois composantes de 1 attrao* 

^^on d'un ellipsoïde homogène sur un point ^ on dëcompo- 

^^A ce corps en couches infiniment pi*u épaisses , par une 

^^rie de surfac4« semblables à celle qui le termine ^ on 

'>herchera les composantes de Tattraction d'une quehN>n- 
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que de ces couches , en fonction du paramètre qui déter- 
mine une des surfaces de cette couche , et de son épais- 
seur ; puis on intégrera ces trois expressions dilTérentielli 
en faisant varier le paramètre entré les limites cor- 
respondantes aux surfaces extrêmes que Ton doit consi- 
dérer. 

Si l'ellipsoïde est plein . les surfaces limites seront celh 
de cet ellipsoïde , et son centre. 

Si le solide attirant est compris entre les surfaces di 
deux ellipsoïdes semblables , ces surfaces seront les deus 
limites. 

Mais si le point attiré se trouvait dans Tintérieur di 
solide, il serait inutile de considérer la partie située ai 
delà de la surface d'un ellipsoïde semblable passant par c- e 
point , parce que Ton sait que son action est nulle. 

On voit donc que , dans tous les cas , la question revien^^t 
à calculer les trois composantes de Vattraction tTun -^ 

couche comprise entre deux ellipsoïdes semblables e ^^ 

infiniment rapprochés^ sur un point situé en dehors (jffSe 
cette couche, ou sur sa surface. 

Nous commencerons par établir quelques propositioi^ ^ s 
qui ramènent ce problème au cas où le point attiré eff— Sj*^ 
situé sur la surface extérieure de la couche. Ces proposi^^' 
tions et les calculs qui suivent sont tirés des Mémoires c^^^^ 
M. Chasles. 

Comparaison de faction de deux couches homofocal^ ^^ 

sur un même point extérieur, 

141). Considérons une couche homogène comprise ent^^*'^ 
deux ellipsoïdes semblables, infiniment rapprochés. L ^ 
composantes de son action sur un point extérieur M do^^^^^^^^ 
les coordonnées sont r, y, z , sont proportionnelles aux dL- **" 
rivées partielles par rapport à .r. d'une fonction V ^ '•'' 



{ 
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tous les points sont correspondants dans les deux couches, 
sont proportionnelles aux produits des trois coordonnées 
des points correspondants , ou aux produits des axes des 
ellipsoïdes intérieurs ou extérieurs, et par suite aux vo- 
lumes des deux couches; car on peut décomposer c 
deux volumes en parallélipipèdes infiniment petits ayani 
leurs arêtes parallèles aux axes, et leurs sommets ec 
des points correspondants. Les arêtes de ces paralléli- 
pipèdes seront proportionnelles aux axes parallèles^ 1 




volumes seront donc proportionnels aux produits des troi .as 
axes respectifs, et par conséquent, leurs sommes ou 1er- -s 

deux volumes en question le seront aussi comme non -s 

l'avons annoncé. 

Cela posé, partageons le volume de la couche proposa ^ 
en éléments infiniment petits , et divisons la miasse de i li — - 
cun d'eux par la distance au point M. L'uu quelconqi^i^e 
de ses points que Ton pourra choisir sur la surface mèn^E e 
de l'ellipsoïde passant en M', vu l'épaisseur infînîmetr^st 
petite de la couche , nous aurons ainsi tous les élémen 
de l'intégrale V. Partageons ensuite le volume de la secom 
en éléments correspondants , et divisons la masse de ch^a. - 
cun par la distance au point M' correspondant de M smsmr 
la surface extérieure de la couche donnée. Deux élémer^^ts 
correspondants étant entre eux comme les couches cm^- 
tières, et leurs distances aux points correspondants M , 1%!' 
étant égales j les deux sommes ou les deux fonctions ^ 
seront aussi entre elles comme les masses des deux co'U- 
ches. Or, la fonction V, qui se rapporte à la couche passai :B3t 
par M, est constante pour tous les points de son intérieur 1*9 
et par conséquent pour tous ceux de la surface extérieixre 
de la couche passant par M' : donc aussi la fonction V sc?ra 
constante pour la couche proposée , quelque position cpie 
l'on donne au point M sur l'ellipsoïde homofooal passâiif 
par M. Doni" la résultante de V attraction de la couche 
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Calcul Je i action d'une couche elliptique sur un 

point de sa surface. 



141. Soit M un point quelconque de la surface 
rieure d'une couché homogène, comprise entre deu 
ellipsoïdes semblables et infiniment rapprochés. L'attrac 
xion de cette couche sur ce point sera dirigée suivant 1 
normale MN à l'ellipsoïde extérieur; de sorte qu'o: 
pourra remplacer chaque action élémentaire par sa coi 
posante, suivant MN. 

Considérons le point M comme sommet d'une infinitmzié 
d'angles solides , composant l'espace sitiié d'un même côt — -ë 
du plan tangent. 

Soient dùi l'un quelconque de ces angles, et MM' la dîre^c=- 
tion d'une de ses arêtes; on peut décomposer la partie (^He 
la couche qu'il renferme en éléments dont le vokurziiMe 
aura pour expression r^ drdo)^ r étant leur distance ^^u 
point M. Multipliant par la densité p, par la force attra^^z;- 
tivey de deux unités de masse, situées à l'unité de dL ^- 
tance, par la masse jx du point supposé en M, et div~ â- 
sant par le carré de la distance , on aura l'attraction ^cde 
l'élément de la couche sur la masse fx \ son expressi czzjn 
sera 

intégrant de M à P, on aura 

p/pMP^w ; 
intégrant ensuite de P' à M', on trouvera 

Or, M'F = MP, puisque les deux ellipsoïdes sont se»"^!- 
Llables-, donc l'attraction de la partie comprise dans l'ai-ïî-' 
gle d(ù se réduirai 

•^.p/txMP^/w. 
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de M , ces cosinus ont pour valeurs 

— Vx — P; — Pz 



«= ' b' c' 



Les trois composantes auront donc respectivement pou 
expressions 

— 4^p/f* -^r- ' — 4^p/f* -^^' — 4wf* -^^r- 

la >^leur de P* étant 

P' = -. î 



«< "*" ^< "^ c« 



On peut observer que, d'après les ^alités — = -j- = 

les expressions des deux dernières composantes se dëdu i- 

raient de la première en changeant a: et a en jr et i, tz. ^ ^ 
en z et c. 

Calcul des composantes de Cattraction d'un ellipsoïc — l^ 

sur un point extérieur, 

142. Soient A, B, C les demi-axes d'un ellipsoïde 
mogène, A étant le plus petit , et posons 

A^ - ^^ ' A^ - ' • 

Désignons par a, o, y les coordonnées d'un point exU 
rieur-, il s'agit de calculer les composantes X , Y, Z de l'a ^' 
traction de l'ellipsoïde sur ce point, auquel nous suppc::^^^" 
sons l'unité de masse. 

Décomposons ce corps en couches infiniment peu épai- — ^ 
ses , par des ellipsoïdes semblables. Soient a et a — da\ ^^ 
demi-axes des x des deux surfaces qui terminent une coi 
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Posons 

-; = « , d ou a' =z au^^ \ 
a 

et, en vertu des équations (i), 



l'équation (2) donnera 

Ainsi a et, par suite, o', i', d dépendent de m. 

Il reste à exprimer P'* en fonction de m, et les compo- 
santes élémentaires dH. , dY^ dli seront ramenées à cette 
seule variable. ^ 

Or, on a 



P'» = 



a' 



a? 6^ 7' 6» v» 



û'* ft'* c'' [u-'-i-Vy ' (a-'4-V^) 



Différentiant l'équation (3), pour exprimer da au moyen 
de du^ et ayant égard à la valeur de P'*, on trouvera 

d'où 

^X = — 4wp/a -p^ -> rfY = — 4 wp/S -T77T ^'^ 

^Z = — 47rp/7 -7^ ^«. 

Remplaçant ft, c, «', i', c par leurs valeurs en a et k , a d'S- 
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.7 = _ ^^ 
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**^*piy k iKiin: aouut. oi. aur; Jr- cttininisaiiitv ii; ! ;i»- 
"^tiftû lotait-: Aeui> '.'Xiirfssioii.- ^•'r^^l!î 



\ ^ — '— 



I 



^ ■/■' I — . ■#/ 



Y = — 



/ 



A . .... 



z = — 



1 

A 



A 



f I /■// 1 — / /l 



<^Uiit dt'niJt par lécpialioii sui\ aille 






A"- A^— B— A A — C- A 



). 



-^llc équation iit* pt'Ul doiiiuT qu'une s(»nlt* ^«loni ^v\xi 
^*Ve pour A ".Les deux valoui-s iiéx^atix r> .se iv^ppoi itMit sm\ 
*^yperboloïdes homofocaux. 

Si \v point u. se trouve à la suiiatv uu^iur i|«' 1 i<)l)|^ 



solde, on a A' = A, et la seconde limite des intégra, les 
est I : cequi donne pour les composantes de l'action ^m 
lin point de la surface de IVllipsoïde, 

3M/. 



mfy 



J. (, + >■,.')■ (iH-ïW 

r — ? 



Si lu point est intétieiir à l'tillipsoïde, ou ne devra coTi' 
sidérer que l'action d'un ellipsoïde semblable passant pai 
ce point. Mais le rapport de sa masse au cube de s*^" 
demi-ase des x sera le même que pour lellipsoide pi-*>" 

|josé; ou pourra dont laisser — dans les formules (6) cj"**' 

représenteront encore les composantes cherchées. 

On reconnaît alors cette propriété remarquable, n***^ 
chaque composante de l'attraction d'un ellipsoïde sur mi** 
point intérieur ne dépend que de la coordonnée paraUèX^îi 
et lui est proportionnelle. 

On peut remai'quer que les formules (5) peuvent s*^ 
déduire de la seule intégrale qui entre dans la première - 
Soit, en elTel, 






1 trouvera , en différentianl LX par rapport , 



n 



4-i'«r (! + >'•«■)' 



diiliért'Utiaul / L pu- 1 iiynil ii / . 



d 



r. ' 



/ ;, ^-,hr-'(i-hV^«»\' 



[ui changera les écjiutions (S) daiis les siù%~antes : 



3M/a _ ^ 3M/€ -/..t 

X zz: — : L. m ^ — — — =-— » 



Z=r — 



A- */) 

3 M/7 r/.VL 
A» -Ta 



s il faut bien remarquer que, quaud on aura X = }^^ 
e faudra faire cette supposition qu'après avoir diâe- 
ié XL et X'L. 

43. Ellipsoïde de révolution aplati. — Si Ton suppose 
: C , ou a im ellipsoïde de révolution aplati aux pôles \ 
\ ce cas X' = X, et Ton trouve 

3 M/a /^A' u}du ^ 3 M/5 /*A' a^dti 




i-+-V«' A-^ I (H-Vii-)» 




A 
3M/7 /^A' iCdii 



Ji i 

rj 



(i -^vii'Y 



on a 



*^ 






Zmfn . éA 






» - 






Z = 



_ su/y / ,^ _ ÂAA^ V 

2>^A» \*" **^ A' A'' H- VAV 



On £era A'= A si le point est à la saAcc même de 1\ 
] jpsoïde. Si /=o. l'ellipsoïde se rédnit & ime ^hire, et U 
fomuiles (7) ooïDcident arec celles que Foo connaiasa^ ^^ 
pour ce cas. 

144. ElUpsmdc de m^ohaion allongé. — L'dfipaoîdEsde 
bera encore de rérolution si A = B , mais il sera 
vers lespMes; on aura alors >=o, etleslQnniile8(S) 
viendront 



X = — 



SU/ti /»A' «>dk ^ 3M/t r^' «"* 



z=-^' 



Or. on a 



A 



t ? 



«l liiitégrale qui entre dans Z s'en déduira en la mult.^" 
pliant par X' el diflereiiliant le produit par rapport i ^ î 



rui Irouvrra ainsi 






i-i.« _=_ 



«'«p: :=! 



X= 



\ - 



T= 



s 



L-: 



1. : ■ 
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hmncmipd eâbris. ettpunpauLà 
rui dr Tinliqnvtion pou* le point 
fmwiA p«h conMitre «es 
^nr les ralmls «ont trop 
piiniûiMïni pas uèa-iwpm ti«te 

tv^ii 1*fW|4iAÙoii de l'ellipgoïde 



a- r»' r* 



,pinx 
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>aToni A. t , V iffs coordoBOBceB dn point ml Aica r «tnné fi^ 
4Vi<mrl nrms ^mppoMntms «me muée i^de à l^nnilé; pb 
4l«i9ti»îto d<' U) lyuriM* ho m o g è ne qui tjon i jmi' Fiffipnifcî 
. V . ^ ^^^ nvurlrs «for fait avec les «odbb ]« dEveetam Ai 
iNiv««i\ x'fv^frwr <fiH4crif»qnc SKné psr le ]âa m ^v* 
'^n^^''*^^^' >v»9mimi«itpMi«mitladEraciiflnde 

..V-. ,^vYfc•^^^^:vv / "wv mHcxmqiK de ces âcmmtt^ 

*.\î«-v ^^^.v -f*^--: ,'^t . '. attrariion étant sappatét ^^ 
. ^.,^^c. ,^» .itv'v A L. «hst4mr( . «m artioB sir »* 
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)it maintenant /•' la valeur négative du rayon fxM' de la 
irface de rellipsoïde, correspondante aux mômes angles 
, yj, Ç. En prolongeant en sens contraire le premier angle 
Jide, on aurait à faire un calcul analogue au précédent; 
iulement les angles relatifs à sa direction seraient les 
ippléments de Ç, y?, Ç, et la valeur absolue du rayon 
îcteur serait — r'; de sorte que les composantes de la 
rce produite par la portion de Tellipsoïde comprise dans 
5 second angle solide auront pour expressions 

ypr'cosÇcfc), ypr'coSTjrfw, /pr' cosWw. 

a les ajoutant aux premières , on aura 

si l'on fait la somme d'expressions de ce genre en pre- 
int pour dxù tous les éléments d'une demi-sphère quel- 
nque ayant son centre en [k et pour rayon l'unité , on 
tiendra les composantes X , Y , Z de l'action de l'ellip- 
ide entier sur le point fx. Pour avoir les valeurs de ret r'j 
'aut rapporter l'ellipsoïde à des coordonnées polaires, au 
)yen des formules 

x=a-hrcosÇ, ^rrê-f-rcoSïî, z = 7 -f-rcosÇ, 

ijui donne pour équation de l'ellipsoïde 

pr * -h iqr ^ /. 



posant 



cos'^ cos'>3 cos'^ 
a cos $ ê CCS n 7 ces Ç 



fi^ 



a- ê-' 7- 



a' h 



' c' 



rccoimait de suite qur li's deux valeurs de /• donnéeh 



2go r:oi*ES i>K mu:a?(1qui. 

doù résulte» 

3 M/a />A XA\ 

J ,, 3M/g / U XAA'- ^ 

(7) S Y = - - — ^arc tang- - ^^77^:3^^. 

3M/7/ AA XAA' \ 
Z = — ^,, ' ( arc tanff — j — -; -— -- \ • 

2).W \ ^ A' A'^ -f- X'AV 

On fera A' = A si le point est à la surface même de Tel-, 
lipsoïde. Si X=o, rellipsoïde se réduit à une sphère, et les 
formules (7) coïncident avec celles que l'on connaissait 
pour ce cas. 

144. Ellipsoïde de réi^olution allongé, — L'ellipsoïde 
sera encore de révolution si A = 6 , mais il sera alIoDgé 
v€rs les pôles -, on aura alors A = o , et les formules (5) de-? 
viendront 

3M/a P A^ u^du 3M/^ 





^ ^ 3M/7 



Or, on a 




.1 l'intégrale qui entre dans Z s'en déduira «n la multi- 
pliant par l' et différentiant le produit par rapport à V; 
on trouvera ainsi 

.'" (il W'ir)' ^ ^ 



\ 
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par l'équation (i) pour une valeur des angles $, tî, Ç soï^^ 
des signes contraires , puisque p et l sont essentiellemer*^ ^ 
positifs; et Ton aura 



r 

P 



Si maintenant l'on observe que pour deux directions coim— 
traires, - est le même, au signe près , et que par conséquenf 

1 j . flrcOSÇ <7C0Syi 7C0SÇ , . 

les produits ^ ? -> sont les mêmes en gran- 

P P F 

deur et en signe pour ces deux directions, on reconnaîtra 
qu'au lieu de prendre pour les directions /xM de Tangle 
solide celles qui sont d'un même côté d'un plan passant 
par |!Xy on peut les prendre tout autour de ce point , pourvu 
qu'on divise par 2 le résultat. Nous aurons donc, en cou* 
sidérant que les sommes Z se rapportent à toutes les direc- 
tions autour du point /x , 



■^ = -/pS 



<7C0si; 



^/w 



Parmi les sommes partielles dont se composeront les va- 
leurs de X , Y, Z quand on aura substitué à </ sa valeur, se 
trouveront les trois suivantes : 

^ ces Ç ces 73 ^/w ^ ces Ç COS J;r/w ^ COS fi cos Çrfw 

Zà 'p ' Zà p MmA p 

qui sont évidemment nulles comme composées d'éléments, 
deux à deux égaux et de signes contraires; car, en conser- 
vant les mêmes valeurs quelconques à deux des trois angle*' 
choisis convenablement 5 le troisième peut avoir deux va- 
leurs supplémentaires; et quant au dénominateur, il r^*' 



■■ lr^<|u l'Ile* a. c. ; iltr>i^iK.'iit U^s rooi ■ 
i' "rupif Jt'l intérieur, ou do la >ui 



"M : 



' 'î'"^ * ' /. 'M tnt i< s|M-f li^omeut de sisrius 

■•-■,• » liH iiiM- di-> roniposautes ti'ud /i 
.ij'jiiocln'r 11 ji"»i;iî Jr I nrii^iin*. On irmarquera encore 
■■'■' \ :l<ui- Ml- r|i:ui;irr.'iiiiit ]>as ïl l'ou multipliait les 
::!;;i- (i . /. j p:ii lin iiirnie nombre. L attraction n*est 
•'■m:i ]i.i^ rlianaéc* |.>ai I l'i'liiion ou la soustraction d'une 
c'uuilu" comprime entre la suifaee de l'ellipsoïde proposé et 
une surface semblable plus grande ou plus petite, pourvu 
<|Ut' le point y. soit toujours dans son intérieur; car nos 
calculs sout fondés sur cette supposition. Doù l'on con- 
clut que le solide homogène compris entre deux ellipsoïdes 
semblables dont les axes coïncident en direction . n'exerce 
>ilcaiie action sur un point matériel placé dans l'intérieur 
de sa plus petite surface. 

Maintenant que le problème est résolu pour un point 

i<i teneur à Tellipsoïde ou sur sa surface, il suffit d'v ra- 

*ïi.ener le cas d'un point extérieur pour que le problème 

P**oposé soît complètement résolu. C'est ce que Maclaurin 

^ essayé de faire au moyen d'un théorème qui a conservé 

^<^nnom, quoiqu'il ne Tait pas démontré avec toute la 

S^Snéralite nécessaire. Il avait été établi péniblement par 

^-■'* autres géomètres : de sorte que l 'on en pouvai t faire l 'usage 

e nous allons indiquer. Mais , comme sa démonstration 

''était pas simple, on a continué à chercher à perfection- 

er cette importante théorie, et M. Ivory a découvert lui 

litre théorème très-él^ant qui remplissait le même objet 

'une antre manière, et dont il déduisait même celui de 

-'^faclaurin dans toute sa généralité. Après lui , M. Ro- 

^^rigues a trouvé une autre démonstration analytique fort 

simple de ce dernier théorème, et enfin M. Chasles en a 

^3onné une plus simple encore et tout à fait géométrique. 
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qiie nous avons déjà fait pressentir et que nous allons faire 
connaître. 

146. Tliéorème de Maclaurin, — Ce théorème a pour 
objet de comparer les actions de deux ellipsoïdes bomofo- 
eaux , homogènes et de densités quelconques sur un même 
point extérieur à Tun et à Tautre. A cet efiet , on partagera 
chacun d'eux en couches infiniment minces , par des«sar- 
faces ellipsoïdales semblables à la surface qui le termine 
et respectivement homofocales. Nous avons démontré 
(n° 140) que deux couches homologues de ces deux corps 
exercent sur le point extérieur des actions de même direc- 
tion et proportionnelles aux masses de ces couches, et par 
suite à celles des ellipsoïdes proposés. Il résulte de là qu'en 
composant toutes ces actions élémentaires qui auront res- 
pectivement un rapport constant et une même direction , 
on aura deux résultantes de même direction, et ayant 
entre elles ce même rapport. D'où résulte le théorème sui- 
vant: 

Deux ellipsoïdes homofocaux homogènes exercent sur 
un même point extérieur quelconque des actions de 
même directioTi et proportionnelles aux masses de ces 
corps. 

Cette proposition aura encore lieu lorsque la surface 
d'un des ellipsoïdes passera par le point même , et Ton voit 
facilement que pour calculer Taction d'un ellipsoïde ho- 
mogène sur un point extérieur, il suffira de déterminer 
Tellipsoïde homofocal passant par ce point, auquel on 
donnera la même densité qu'au premier. Les formules (6^ 
feront connaître les composantes de son action sur ce points 
et il suffira de les multiplier par le rapport du volume 4^ 
l'ellipsoïde proposé à celui du second pour avoir les coDn-- 
posantes de l'action du premier. Nous allons effectuer ^'^ 
calcul. 

m, application du théorème de Maclaurin. — Nc>"*-*'» 
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avoDsdtfniontré préctfdemment ce théorème, et nous allons 
montrer mainteiiant Tusase qae l'on en peut faire pour 
d)tenir Taction d'un ellipsoïde sur un point extérieur, 
connaissant son expression pour un point intérieur. 

Soient A , B, C les trois demi-axes de l'ellipsoïde donné, 
A', K, C ceux de l'ellipsoïde bomotbcal . passant par le 
point extérieur (2. c. y\ Les composantes de Taction de 
ce dernier sur ce point se calculent directement, sans dif- 
ficulté, et sont 






_ 3M'/e 



r=^ -_ 



7/ ^ ^M/v 






^ l'on observe que Ton a 

M ABC 
^^ qu'on pose 

V u 

r = Â' 

^^ qui donne o et ry pour limites de li-, si ensuite on 

**^tiltîplie les trois composantes X', Y', Z' par ■ > on 

^Ura, d*après le théorème de Maclaurin , les composantes 
^« l'attraction de Tellipsoïde donné •, et l'on retrouvera 
'^însi les formules (5). 

i^ année. i4 
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1 48. Théorème iTIvory. — Ce théorème a aussi pour 
ubjet de ramener 1 attraction d'un ellipsoïde homogène sur 
un point extérieur, à celle d'un autre ellipsoïde sur uu 
point de son intérieur. Il n'offre aucun avantage sur celui 
de Maclaurin; mais« comme nous Favons dit, son auteur 
Ta fait connaître à une époque où Tautre n'était pas en- 
core bien rigoureusement , ou du moins bien simplement 
démontré ; et il a été considéré par les géomètres comme 
une découverte importante. 

Soient a, 6, y les coordonnées d'un point extérieur à 
un ellipsoïde dont les demi-axes sont A, B, C; la compo- 
sante X de son attraction sur ce point sera 

/•/*/*/* ("^ — *) ^^^ ^y '^^ 



=-'/// 



les intégrales s'étendant au volume entier. Intégrant par 
rapport à x, et désignant par ri, r, les distances du point 
attiré aux points extrêmes du filet de l'ellipsoïde dans 
lequel on a fait l'intégration , on trouvera 



X = -/c 



, //,, .. (i - i) 



Concevons maintenant un ellipsoïde homofocal avec le 
premier, passant par le point donné, et cherchons son 
attraction sur le point correspondant à ce dernier sur la 
surface du premier ellipsoïde. Pour cela nous prendrons 
le rectangle cly'dz dont les points seront les correspon- 
dants de ceux de dydz^ et nous intégrerions dans l'étendue 
du filet du second ellipsoïde, qui se projette suivant ^/^'«^ 
sur le plan YZ. Nous trouverons, pour la composante de 
l'attraction de ce dernier corps sur le point correspondant 
au point donné, 



x' = -y^//H,v.'(l-l) 
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149. u^pplication ilu théorème d'Ix^oiy, — On voit que, 
d'après ce théorème, on connaîtra les composantes de 
Tattraction d'un ellipsoïde sur un point extérieur, en fai- 
sant passer par ce point un ellipsoïde homofocal et cher- 
chant les composantes de son attraction sur le point cor- 
respondant de la surface du premier; puis multipliant 
les composantes par les rapports des produits des axes 
perpendiculai res . 

Soient A , B , C les trois demi-axes de Tellipsoïde pro- 
posé , A', B', C ceux de l'ellipsoïde homofocal passant par 
le point donné (a, 6, y) 5 A", B", C ceux d'un ellipsoïde 
semblable au second et passant par le point (a', 6', y ) cor- 
respondant à (a , 6 , y) sur le premier 5 enfin M , M', M" 
les masses de ces trois corps. 

Les composantes de rattractîoii du ii-uisième ellipsoïde 
sur le point point (a, ê', y') seront les mêmes que celles 
du second. On aura donc, d'après les formules connues 
pour les points de la surface , 

X' = — - ^ ' 






"^ ■ / -r»//' * //- / p//2 K"1 



1-+ 



//2 



Mais, d'après la similitude des deux derniers ellipsoïdes, 
on a 

B"' — A"=^ _ fi'=^ —• A'- C"- — A"^ __ C — A'' 

^^' M' , , , aA j , , „„,. 

—^■=1—!^', et de plus a = — ; donc, en observant q"^ 

l'on a B* — A* =W — A% C * — A'* = C* — A', 
^,^_3MyaA 



/aA /*' v^ __. 

/^ / / B^-A^" / C'-aÇ 
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Posant ma iii tenant 



I' u 



BC 
et multipliant par 5,7;^,? on trouvera 



B'C 




• lûda 



B»— A' y ( C — A' \' 



u en serait de môme des deux autres composantes , et l'on 
reiomlic encore sur les formules (5). 

f^assaye éiu tlidaràïïic dlvory à celui de Maclauriii. 

150, Soient X, Y, Z les composantes de l'attraction 
"6 Tellipsoïde dont les trois demi-axes sont A , B , C , sur 
'e point extérieur dont les coordonnées sont a, 6, y\ 
^ > Y", Z" les composantes de l'attraction de l'ellipsoïde 
"Oûiofocal passant par le point (a, Ç), y) sur le point 

correspondant, qui a pour coordonnées --75 ^^5 —-,-> 

ABC 

^5 B', C étant les demi-axes de cet ellipsoïde-, et enfin 

^ > Y', 71 les composantes de l'attraction du second ellip- 

^^ïde sur le point (a, 6, y) de sa surface. 

t-ic théorème d'Ivory donne 

Î^_BC^ Y^_AC Z _ AB 

X'' ~" B'C ' r' ~ AT/ ' Z^ "" A' B' ' 

^^îs pour tout point de l'intérieur d'un ellipsoïde, les 
^^Hiposantes de l'attraction sont proportionnelles à la 
^^ordonnée parallèle ; donc 



X" A 


Y' B 


L c: 


X' A'^ 


r B'' 


Z' a 
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d'où Ton conclut immédiatement 

X ABC Y Z 



X' ABC Y' Z' 

Considérons de même un ellipsoïde homofocal ayant pour 
demi-axes Ai , Bi, Ci , et auquel le point a , S , y soit exté- 
rieur. Soient Xi, Yi, Zi. les composantes de son action sur 
ce point; on aura encore 

X| A|B|Ci Y| Z| 

X'~A'B'C'~Y'~Z'' 
d'où 

^ — L — ^— ^^^ 

X,"~y;""Z,~ A.B.C,' 

ce qui n^esi autre chose que le théorème de Maclaurin. 
Par une marche inverse, on passerait de ce dernier à celui 
d'Ivory. 

i 51 . Conséquence remarquable du théorème d'Ivory» 
— Considérons deux sphères concentriques homogènes 
ayant pour rayons a et A ^ le théorème d'Ivory montre que 
l'action P de la sphère A sur un point situé en w, sur 
la surface de la sphère intérieure , est à l'action p de la 
sphère a sur un point situé en M sur la surface de l'autre, 
comme A* est à a* ; on a donc 



a- 



9 

Ce résultat est indépendant de la loi d'attraction ] or, si 
nous supposons une loi telle qu'une couche sphérique ho- 
mogène n'exerce aucune action sur un point de son in- 
térieur, l'action de la sphère A sur le point m doit être 
indépendante de A; ce qui exige que l'on ait 



^ A^ 



f (àkàL ]&£ <iMiiîCi:Z.dff . j\4i il suit qoc" 1 JKiioa à Ulir 

^■fpiia L& ifi^ayt ^ntes: j^tito qu on xoudrâ« )â uit^iut^ 
Ilidma 2V4Îr lî^m p:<ar 1 j^tioii il iiii }v>uil lUAieiicI 
«H 4c» piût5 «|tiek»i>qii€S. On i^^nchit d«* Ià »vnr jnx»- 
fûâoa «poctAnlc : 

'«nr lir /a dùtamce. 

Du fixHieinviit. 

'dS. Dans la ixicLcnhe ik's iX>Uililious (i\\|uiHlu%*, 
■loiis aioDS toujours supposé qui' li*s ixtuiiH's ou surtai i*> 
bes De poavkîent donner naissancv quà i)cs lon^t's noi - 
^>ies. Mais il n'en est pas ainsi dans la ix^alitô; et Trx- 
Pcneuoe prouve que la résislaneo dunosurlaro ou d*uur 
^^^(^iiiiie peut détruire non-seuleinont des foriH's normale> 
V^conques. mais encore dc*s Iojxh's tangent îellt\s com- 
poses entre certaines limites. Ces dernièn^ siMit kWw- 
'^tit moindres que les surfaces en contact sont plus |Ht- 
**^, et Ton peut supposer qu'elles n'existeraient |ms >i 
^^ surfaces étaient entièrement dé|>ourMies tra.s|H^i*itt^, 
^Otome nous les avons supposées dans tout ct^ qui \mv- 
^ède. 

Les circonstances dans li'Siiuelles non> nous plaeioun 
^ rapportent donc en quelque sorte à un cas limite 
^ui ne se rencontre jamais rigoureusement dans la na- 
ture; et il est nécessaire, i>our le^ applications pra- 
tiques, d'étudier les modîGcalions qu'appoite aux coii- 
<iitious d'équilibre riiitroduction de» ces nouvelles forci\»». 
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qae nous désigueroos sous le nom de foi*ces de frotte- 
ment. 

Les lois que suivent ces forces ne peuvent être déduites 
que de l'expérience, et nous allons faire connaître les 
résultats généraux auxquels elle a conduit. 

Lorsqu'un coips en contact avec un plan par tous les 
points d'une face plane est pressé contre ce plan par une 
certaine force, on ne peut le mettre en mouvement par 
le moyen d'une force située dans le plan , que lorsqu'elle 
dépasse une certaine limite. Cette limite, qui n'atteint sa 
plus grande valeur que quand le contact a duré un certain 
temps , est la mesure de la force de frottement que peut 
produire la pression du corps contre le plan. Mais cette 
force ne se développe que lorsque Ton sollicite le rorp» 
par une force qui a une composante située dans le plan 
de contact, et elle est égale et opposée à cette dernière, 
tant que le corps ne se met pas en mouvement. Elle peut 
donc varier arbitrairement quant à sa direction et son 
intensité; elle n'est assujettie qu'à être située dans le plan 
de contact, et à ne pas dépasser la limite dont il a été 
question tout à Theure et qui doit être le seul objet de nos 
recherches. Ajoutons qu elle se rapporte au cas où Ton 
fait prendre à tous les points du corps un mouvement pa- 
rallèle et égal. 

Le frottement d'un corps peut détruire non-seulement 
une force unique, mais un nombre quelconque de forces 
réductibles ou non à une seule; les forces qu'il représente 
sont donc dépendantes de celles que l'on fait agir dans le 
plan de contact. 

Cela posé , nous ne nous occuperons que de la détermi- 
nation de la force maximum que le frottement peut dé- 
truire , et que nous prendrons pour mesure du frottement 
lui-même. 

Or, r expérience a démontré que 
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i*^. La force de frottement varie proportionnellement 
à la pression, toutes les autres circonstances restant les 
mêmes; 

a**. Elle ne dépend pas de l'étendue de la surface en con- 
tact, pourvu qu'elle ne renferme pas de pointes ou d'arêtes, 
mais seulement de la nature et du poli des deux sur- 
faces ; 

3*^. Lorsque l'un de ces corps glisse sur l'autre , la force 
du frottement est indépendante de la nature du mouve- 
ment; elle est déterminée en grandeur par la pression 
et la nature des surfaces, et sa direction est, pour cha- 
cun des deux corps , en sens contraire de sa vitesse re- 
lative. 

^^ conçoit facilement comment les deux premières lois 
ont pu être reconnues. En posant un corps sur un plan 
horizontal et le tirant par un cordon horizontal passant 
sur une partie de renvoi , et à l'extrémité duquel on appli- 
quait des poids connus , on a pu déterminer avec préci- 
sion le poids le plus faible qui met le corps en mouvement , 
et qui mesurera la force de frottement. En chargeant le 
corps de divers poids , on a déterminé les nouvelles valeurs 
de ceux qui déterminent le mouvement, et on a reconnu 
que leurs rapports à ceux qui mesurent la pression étaient 
toujours les mêmes. 

En diminuant la surface en contact , ou en posant le 
corps sur les différentes faces également polies, on a en- 
core reconnu que le rapport du frottement à la pression 
était le même. Ces expériences répétées un grand nombre 
de fois, et sur des corps très-variés, ont toujours conduit 
aux mêmes conséquences. 

Ce rapport du frottement à la pression , qui ne varie 
qu'avec la nature des substances , est désigné sous le nom 
de coefficient du frottement. 

Quant à la troisième loi , elle a été démontrée par des 
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expériences dont Tînterpi^tation exige quelques notions 
(le dynamique. Ces détails trouveront mieux leur place 
dans un cours de machines , et nous nous bornerons à 
renoncé de cette loi. 

153. Angle du frottement, — Si un corps soumis a la 
seule action de la pesanteur repose sur un plan horizontal 
par une face plane , et qu'on fasse tourner ce plan autour 
d'une droite horizontale , le corps commencera à glisser 
quand l'inclinaison du plan aura atteint une certaine va- 
leur qu'il est facile de déterminer. 

Soient , en effet , P le poids du corps et a l'inclinaison du 
plan mobile sur le plan horizontal^ la pression du corps 
sur le plan ou la composante de son poids perpendiculai- 
rement à ce plan sera Pcosa; et la composante parallf'^** 
aura pour valeur P sin a . 

Lorsque l'inclinaison variable a aura atteint la valeur 
particulière fjt pour laquelle le corps commence à glisser, 
la force de frottement sera précisément égale à la compo- 
sante parallèle au plan incliné ; et si l'on désigne par/le 
rapport du frottement à la pression , on aura 

^ P sin IL 
f — - = tang^- 

Ainsi tous les corps de même nature et également polis, 
et généralement tous ceux qui auront le même. coeffi- 
cient de frottement relativement au plan mobile, com- 
menceront à glisser sous un même angle dont la tan- 
gente trigonométrique est égale au coefficient du frot- 
tement, et que Ton désigne sous le nom à' angle ^/« 
frottement. 

Cette expérience peut aussi servir à démontrer U's 
deux premières lois du frottement, et c est même ainsi 
qu'avait procédé Amenions. En plaçant sui* un pla" 
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mobile autour d'une horizontale un corps dont les diffé- 
rentes faces planes sont également polies, on reconnaît 
qu'il commence à glisser pour une même inclinaison du 
plan , quelle que soit l'aire de là face de contact, et quel que 
soit le poids dont on surcharge le corps. On conclut de là 
que, lorsque la nature et le poli des surfaces ne changent 
pas , la force de frottement est proportionnelle à la pres- 
sion et indépendante de l'étendue de la face de contact. 
L'angle sous lequel le glissement commence détermine le 
coefficient du frottement, qui en est la tangente trigono- 
metrique. 

154. Équilibre d'un corps pressé contre un plan par 
une force oblique, — Soient P (,/îgr- 45) une force appli- 
«[«waeà un corps M, A le point où sa d.irection rencontre 
la face de contact, et d Fa ngîe qu'elle fait avec la nor- 
male AN. La pression du corps contre le plan sera P cos0 \ 
le frottement sera exprimé par^Pcosô, pétant le coeffi- 
cient' du frottement ; et la force dans le plan fixe , qui 
tend à mettre le corps en mouvement , est égale à PsinÔ. 
Il y aura donc équilibre si l'on a 

Psinô</PcosO, 
ou 

tang Ô < /. 

Ainsi , l'équilibre aura lieu quelle que soit la force P, 
pourvu qu'elle fasse avec la normale un angle qui ne soit 
pas supérieur à l'angle du frottement. 

Au reste , le cas que nous venons d'examiner ne diffère 
du précédent qu'en ce que la force P est de direction 
et de grandeur quelconque , au lieu d'être le poids même 
du corps. 

155. Équilibre du lévrier en ayant égard au frottement, 
— Considérons un levier posé sur un autre corps , de sorte 
que le point d'appui ne soit pas lié invariablement avec 
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lui , et supposons-lc sollicité par deux forces. Elles peu- 
vent d'abord être remplacées par des forces égales et pa- 
rallèles appliquées au levier au point d'appui, et de plus 
à deux couples. S'il n'y avait pas de frottement, il fau- 
drait que les couples se détruisissent et que la résultante 
des deux forces transportées au point d'appui fût normale 
à la surface résistante. Mais, s'il peut exister un frottement 
entre les deux corps , il se composera avec les deux forces 
appliquées comme lui au levier en son point de contact; 
il faudra donc encore que lesfdeux couples se détrui- 
sent. Mais il ne sera plus nécessaire que les forces trans- 
portées au point d'appui donnent une résultante nor- 
male à la surface; il suffira que cette résultante fasse 
avec la normale un angle inférieur ou égal à l'angle f*" 
frotleiiieni. 

156. Équilibre d'un corps qui peut tourner autour 
d'un axe fixe, — Considérons maintenant un corps 
solide percé d'uu trou cylindrique, au travers duquel 
passe un cylindre fixe d'un diamètre à peu près égal. 
Supposons ce corps sollicité par deux forces situées dans 
un plan perpendiculaire à Taxe du cylindre, et cliei- 
chons les conditions d'équilibre, en ayant égard à la 
force de frottement. Concevons que tout le système soit 
réduit à la section par ce plan perpendiculaire, ou, en 
d'autres termes, que le corps n'ait pas d'épaisseur sen- 
sible. 

Soit C {Jig- 4^) 1<^ point de contact du cercle fixe ayant 
son centre en o, et du cercle mobile appartenant au corps. 
11 doit y avoir équilibre entre les deux forces dojinccs 
P, Q et la force de frottement F appliquée en C tangen- 
liellement au cercle. 11 est donc nécessaire et suffisant 
que les deux forces P, Q aient une résultante passant en 
C et faisant avec la noimale un angle moindre que celni 
(lu frollement. 
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Aiusi , lorsque les forceps clou néc^ auront une résultante 
qui passera par un .'point quelconque C du cercle apparte- 
nant au corps et fera avec sa normale un angle égal ou 
inférieur à celui du frottement, le corps sera en équilibre, 
si Ton fait en sorte que le contact avec le cercle flxe ait 
Heu au point C. 

En considérant le cas extrême où Téqui libre est au mo- 
ntent de se rompre , la résultante R des forces P et Q fait 
avec la normale au cercle un angle égal à Tangle du frot- 
(e-ment^ la pression normale exercée sur le cylindre fixe 
^îï^t la projection de la résultante R sur le rayon, ou 

— ^ : elle est donc toujours moindre que la résul- 

^-^DtcR. La force tangentielle appliquée au cylindre fixe 

^ Cmiendra en m ulli pliant la prc3<»ion par le coefficient /^ 

R/ 
^t sera par conséquent é^ale à Leur résultante 

^^esera autre chose que R, comme cela devait être évi- 
^Seuunent , puisque la résultante R des forces données est 
^vjétmite par la résistance du cylindre fixe. 

157- ÉquilAre d'un corps sur un plan incliné. — 
Supposons un corps pesant posé sur un plan incliné à 
lliorizon et sollicité par une force P comprise dans 
le plan vertical, passant par le centre de gravité du 
corfSj et la normale au plan incliné. Réduisons tout 
le sjslêine a la section faite par ce plan . et cherchons 
la condition d'équilibre en tenant compte du frotte- 
ment. 

SiMcnt IV {Jig- 47) 1^ verticale menée par le centre de 
gniTité dn corps. PI la direction de la force P, Q le poids 
da corps 7 et a Tinclinaison du plan LÀ sur le plan hori- 
lontal AB: il faut exprimer cpie leur résultante est dé- 
truite par la résistance normale du plan AL et par le frot- 
tement. En désirant par S l'angle de la force P avec le 
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plan incliné, la pression exercée sur ce dernier sera 
^aleà 

Qcosx — PsinO, 

étant considéré comme positif au-dessus de la direc- 
tion AL« et comme négatif au-dessous. Si Téquilibre est 
au moment de se rompre, la force de frottement sera 
égale à 

/^Qcosa — PsioG; ; 

mais , en général , elle en sera une fraction quelconque l: 
La composante totale dans le sens du plan sera 

Q sina — PcosO; 

et pour que l'équilibre ait Heu, Il est nécessaire et suffi- 
sant que cette expression , positive ou négative , soit égale 
à la force de frottement ; ce qui s^exprimcra par Téquation 
suivante : 

Q sina — P cosG = //(Q cosa — P sinô), 

p étant compris entre — i et -+- 1 , et devenant — i ou + 1 
dans le cas où l'équilibre est sur le point de se rompre 
soit dans un sens, soit dans l'autre. 
On tire de cette équation 

Q (sina — A /vos a.) 

COS0 — /y*sinô 

Si /r = G cl = o, on retombe sur l'expression connue 

P = Q sina. 

158, Cherchons la direction dans laquelle il faut faire 
agir la force P pour obtenir le plus d'avantage possible, en 
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supposant le corps prôt à glisser 5 el, pour cela , cherchons 
la valeur de 0, qui , en supposant ft = i, donne le mînî- 
muin de P ou le maximum du dénominateur. Les deux 
premières dérivées de ce dernier, par rapport à 6 , ont pour 
expressions 

— sinO — ycosÇ, 

et 

— cosô -f-/sinô. 

En égalant la première à zéro, on trouve 

tangG = —/; 

d'où il suit que la force P doit être dirigée en dessous du 
plan, et faire avec lui un angle égal à Tangle du frotte- 
iiicnt X^a seconde dérivée se réduit alors à 

— COS0 (i -t-/^); 

elle est donc négative pour cette valeur deô^ d'où il suit 
que le dénominateur de P est maximum, et, par suite, P 
minimum. 

On pourrait encore che'rcher l'inclinaison 0, qui donne 
la plus petite valeur de P, propre à faire remonter le 
corps. Il faut alors supposer k = — i , et chercher le 

minimum de — ^ . ^ ou le maximum de cos0H-/sin0. 

cos0-f-ysin0 «^ 

On en tire 

— sinO -\- /cosô = o, tangO == /; 

ce qui montre que la force doit être dirigée au-dessus du 
plan incliné et faire avec lui un angle égal à l'angle du 
frottement, quelle que soit son inclinaison a. 

Cet angle, qui est le plus favorable à la traction d'un 
corps pesant sur un plan quelconque, porte le nom d'un- 
gle de traction ,• et , comme nous venons de le prouver, il 
n'est autre que l'angle du frottement. 
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Nous ne nous étendix)ns pas davantage sur la théorie du 
Iroltemenl. Nous n'avons voulu que donner une idée de 
la manière dont les forces de cette espèce modifient les 
conditions de l'équilibre ^ ce qui est de la plus haute im- 
portance dans les applications. Nous renvoyons, pour de 
plus grands détails , aux traités spéciaux sur les ma- 
chines. 
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DYNAMIQUE. 



159. Le temps n'est pas plus susceptible de définition 
e Tespace ; mais il est nécessaire de définir réalité 
DS le temps , de même qu'on la définit dans les quantités 
^métriques. Nous dirons que deux intervalles de temps 
it égaux , lorsque deux corps identiques, placés dans des 
"constances identiques au commencement de chacun de 
intervalles, et soumis aux mêmes actions et influences 
toute espèce , auront parcouru le même espace à la fin 
ces intervalles. La notion de Tégalité conduit immédia- 
aent à celle d'un rapport quelconque. 
Le mouvement d'im point est dit uniforme lorsque ce 
int parcourt des espaces égaux en temps égaux , quel- 
î petits que soient ces temps. 

Lorsqu'un mouvement n'est ni uniforme, ni composé 
mouvements uniformes ayant des durées finies, on 
ipelle mouvement varié. 

3uand un corps parait passer du repos au mouvement , 

it-à-dire lorsqu'il se déplace par rapport aux objets qui 

tblent immobiles à la surface de la terre, on reconnaît 

^us ordinairement une cause extérieure qui a agi sur 

en ce moment ; ou encore une cause qui agissait déjà 

' lui pendant le repos , mais dont l'action était détruite 

' on obstacle qui a cessé d'exister à l'instant où l'on a ^ 

le mouvement commencer; et il est naturel d'étendre 

fait au cas ou le corps partirait du repos absolu. Cela 

se, on est porté à admettre que, si un corps se met en 

kUToment sans qu'on en aperçoive aucune cause hors 

fan^ cette cause n'en existe pas moins, mais seule- 

i^ année. i5 



meut que les moyens nous manquent pour reconuallre son 
existence. 

De plus, l'expérience montre constamment qu'à mesure 
que les actions extérieures diminuent, le mouvement dea 
corps tend, de plus en plus, à devenir rectilïgne et nni- 
forme; d'où l'on conclut que telle serait rigoureusement 
la nature du mouvement si toutes les actions ou résistances 
n'exîataîenl pas. 

C'est de l'ensemble de tous ces faits que l'on a déduit 
le principe de l'inertie de la matière, qui a été confirmé 
sans aucune exception , par l'accord des conséquences 
qu'on en a tirées avec les faits résultant d'expériences 
directes. U esC nécessaire de ne pas faire entrer dans son 
énoncé la figure des corps et le mouvement de ces corps 
sur eux-mêmes, qui eu résulte piesque nécessairemra!: 
c'est pourquoi nous ne considérerons qu'un point mâle- 
liel, c'est-à-dire une certaine quantité de matière qnelW 
conçoit réduite à un point géométrique. 

Cela posé , l'inertie de U matière consiste en ce qn* 

Tout point matériel en rvpos y reste tant au il ne sur- I 
fient aucune action extérieure ou force ; et s'il se metit ' 
sans qu'aucune force lui soit appliquée , son mouvemief-^ 
sera rectilïgne et uniforme. 

Mais il ne faut pas entendre par là qu'un corps n'enf*: 
pour rien dans la production des forcer qui peuvent ag*' 
sur lui. L'ensemble des phénomènes nalurcls montre, ** 
contraire, que ces forces naissent toujours de l'action m «* 
tuelle de ce corps et d'autres corps. L'inertie cousis* 
. donc en ce qu'un point matériel ni' peut changer de In»- 
même son état de repos ou de mouvement rectilïgne unî 
forme, et qu'il faut toujours pour cela l'existence d'autre 
points matériels. 

160, f'ilesse. — Les mouvements uniformes difl%rei^ 
les uns des autres par les espaces parcourus dans de 
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égaux, et de cette comparaison résulte l'idée de vitesse. 
Pour introduire dans le calcul cet élément indispeinsable , 
il est nécessaire d'en donner une définition précise, et 
nous appellerons ^vitesse d'un point dont le mouvement 
est uniforme, l'espace qu'il parcourt dans l'unité de 
temps , ou en d'autres termes , le rapport de l'espace par- 
couru au temps employé à le parcourir. 

On voit que dans le même mouvement la vitesse sera 
d'autant plus grande , que l'unité de temps le sera davan- 
tage , ce qui ne s'accorde pas avec l'idée qu'on en a vulgai- 
rement 5 mais le rapport des vitesses dans deux mouve- 
ments uniformes en est complètement indépendant. 

On voit encore que le nombre qui exprime la vitesse 
varie avec l'unité de longueur ; il est d'autant plus grand , 
que cette unité est plus petite. Ces remarques sur l'in- 
fluence des diverses unités sont indispensables pour recon- 
naître l'homogénéité des formules de la Dynamique. 

161 . Dans le mouvement varié , on ne peut plus appe- 
ler vitesse à un instant quelconque l'espace parcouru pen- 
dant l'unité de temps , à partir de cet instant , parce qu'a- 
lors la vitesse du mobile serait exprimée^par des nombres 
qui dépendraient non -seulement de l'unité de temps, 
mais des variations plus ou moins irrégulières que subi- 
rait le mouvement au delà de l'époque que l'on con- 
sidère. 

C'est ainsi que dans la théorie des courbes on a pu 
prendre pour mesure de la courbure du cercle , en un quel- 
conque de ses points, celle d'un arc égal à l'unité 5 mais 
pour une ligne où la courbure n'est pas proportionnelle 
à la longueur de Tare, il n'a pas été possible de mesurer 
la courbure en un point par celle d'un arc égal à l'unité 
commençant en ce point. 

On peut faire des remarques semblables pour le poids 
spécifique en un point d'une substance hétérogène; 

i5. 
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Aui^. xMii! tannioTT: it ianfcufc toçq dmB le cdcd 
iaur.itesua£.. o:; apiM^îi: ^iteMo dmiiiioliileàimiiHUt 
iioxuK . i. \^Uîi6: jDnycuDt Avec iaqselle il décrit im ne 
mmunii^ a(>ru. . nfiru:- Ât* cet instant. 

kL iuuiit ôiirappun — i: fsi antre cfaïae gne -— Êâam^ 

riiesbc' cx lu: piiin: queicouque dn numvBumf est eqvt- 
méc p£j* i£ pi*cmièi'( dérivée^ l'espacse jauvoiini pir np* 
port au temps^. 

162. Si à rijOLStani où le point nfeobile €5t en M, toute 
action sur lui cebuit d'avoir lien, son monvement de- 
viendrait rectilignie et uniforme. Maïs il ne pourrait y 
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Kttr qn on chaii^cment infiniinf^t petit dau^ la vitesse 
le avec lagneUt* il parcourrait un espace infini- 
petit, ipunédiatement avant et après cet instant, 
^il £Eiiit toujours un temps fini pour produire un 

< fc » ng emfint fini quelconque: donc la vitesK de ce num- 

KBMnt uniforme ne difiere de — — que d*ime quantité 
vAmnent petite^ et par conséquent elle est rigofureoBe- 

^^ ^ r 1 « 1 f • j MR , OS 

■BBt égale a ia limite de -- — on a — • 

Qd pourrait donc dire que la vitesse d'un mobile à un 
iBstuLt quelconque est celle avec laquelle il se mouvrait 
vnîionnément si . à cet insLanC, toute force cessait d'agir 
AQ'lid : nous verrons bientôt que la direction de ce mou- 
v^Qnent rectili^e et uniforme sérail ceDe de la tangente 
MT a la couibe. 

On part ordinairement de tsette dëfinilion de la vitesse^ 
^ Ton parvient à la même formule par des considérations 
aiialognes. Mais elle est peut-être moins naturelle^ en ce 
^^dle suppose la considération des causes qui produisent 
U variation ^ ce qui est réellement étranger à la question 
tfae Ton se propose, et dans laquelle il n'est nécessaire 
]ue de connaitre le mouvement qui a lieu^ indépcndam* 
Hent de la cause qui le produit. D'ailleurs^ on romprait 
linsi Tanalo^e de cette question avec plusieurs autres, du 
;eiire de celles que j'ai citécis, et dans lesquelles il n'y 
i pas lieu de considérer des causes de variation . 

Il est bon de r^narquer que Tare décrit dans un temps 
ufiniment petit peut être considéré comme le produit 
le ce temps parla vitesse du mobile au commencement de 
îe petit intervalle. Car cet arc serait rigoureusement le 
>rodiiit du temps par la ^"itesse moyenne relative a eof 
intervalle, et cette vitesse moyenne diflSro d^une quan- 
tité infiniment petite de ce que nous avons ap|x4é vilcSxM* 
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pour la température en ud point d'un corps in^alement 
cchauiTé, etc. 

Aussi rccounaîtra-t-on la plus grande analc^e entre la 
manière dont nous avons procédé dans les différentes cir- 
constances que nous venons de rappeler, et celle dont 
nous allons procéder dans le cas actuel. 

Soit M {fig- 48) la position qu'occupe à un certain 

instant un point qui décrit d'un mouvement varié une 

ligne de nature quelconque. Après un certain temps d, 

il sera parvenu en un autre point N, et le rapport de 

1» MN . , . 

1 espace parcouru au temps , ou — j exprimera la vitesse 

moyenne avec laquelle cet arc a été décrit^ ce sera Tespacc 
parcouru pendant l'unité de temps ^ en supposant le mou- 
vement uniforme et tel que l'arc MN soit parcouru pen- 
dant le temps d. Si maintenant on suppose que Q diminue 

indéfiniment, la vitesse moyenne -^ variera en même 

temps, et tendra vers une limite déterminée que nous 
appellerons la vitesse du mobile au point M. 

Ainsi , pour employer le langage reçu dans le calcul 
infinitésimal , on appelle vitesse d'un mobile à un instant 
donné, la vitesse moyenne avec laquelle il décrit un arc 
infiniment petit, à partir de cet instant. 

Si Ton désigne par t le temps, et par s la longueur des 
arcs de la ligne décrite, à partir d'une origine arbitraire, 

MN dn 

la limite du rapport -— n'est autre chose que — Ainsi la 

vitesse en un point quelconque du mouvement est expri- 
mée par la première dérivéede l'espace parcouru par rap- 
port au temps. 

162. Si à Tinstant où le point mobile est en M, toute 
action sur lui cessait d'avoir lieu, son mouvement de- 
viendrait rectilîgne et uniforme. Mais il ne pourrait y 
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«Toîr qu'un changement infiniment petit dans la vitesse 
moyenne avec laquelle il parcourrait un espace infini- 
ment petit, ipimédiatement avant et après cet instant, 
ptiisqu'il faut toujours un temps fini pour produire un 
changement fini quelconque •, donc la vitesse de ce mou- 

MN 
vement uniforme ne diffère de — — que d'ime quantité 

infiniment petite, et par 4;onséquent elle est rigoureuse- 

^ , I , 1 i. . , MN . ds 

ment éffaie a la limite de -r— ? ou a —• 
° Q dt 

On pourrait donc dire que la vitesse d'un mobile à un 
instant quelconque est celle avec laquelle il se mouvrait 
uniformément si, à cet instant, toute force cessait d'agir 
5ur lui : nous verrons bientôt que la direction de ce mou- 
vement rectiligne et uniforme serait celle de la X&ngente 
MT à la courbe. 

On part ordinairement de <;ette défi^nition de la vitesse^ 
et l'on parvient à la même formule par des -considérations 
analogues. Mais elle est peut-être moins naturelle, en ce 
qu'elle suppose la considération des causes qui produisent 
la variation \ ce qui est réellement étranger à La question 
que l'on se propose , et dans laquelle il n'est nécessaire 
que de connaître le mouvement qui a lîeu^ indépendam-r 
ment de la cause qui le produit. D'ailleurs, on romprait 
ainsi l'analogie de cette question avec plusieurs autres , du 
genre de celles que j'ai citées, et dans lesquelles il n'y 
a pas lieu de considérer des causes de variation. 

D est bon de remarquer que l'arc décrit dans un temps 
infiniment petit peut être considéré comme le produit 
de ce temps par la vitesse du mobile au commencement de 
ce petit intervalle. Car cet arc serait rigoureusement le 
produit du temps par la vitesse moyenne relative à cet 
intervalle , et cette vitesse moyenne diffère d'une quan- 
ti té infiniment petite de ce que nous avons appelé vitesse 
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au commencement de TînterTaUe. Il est évident que Ton 
pourrait encrore prendre la vitesse à une époque quel- 
conque du même întervaUe. Le résultat ainsi obtenu ne 
différera jamais de celui que Ton cherche que d'une quan- 
tité infiniment petite par rapport à lui-même. 

i 63. Masse des corps. — L'expérience' apprend, comme 
nous Tavons déjà dit . qu'il ne faut pas faire des efforts 
^aux pour imprimer un même mouvement à tous les 
corps. Si Ton prend deux volumes inégaux d^une même 
substance, et qu'eu les faisant partir du repos, on leur 
donne un mouvement identique, on reconnaît toujours 
qu'il faut exercer un plus grand etibrt sur le corps qui a 
le plus grand volume. Mais, si les deux substances sont 
différentes , l'effort devra quelquefois être moindre pour le 
corps qui a le plus de volume : ainsi la considération des 
volumes ne peut suffire à la comparaison des corps sous ce 
rapport , qui est fondamental dans la science du mouve- 
ment; et il (*st nécessaire d'introduire une nouvelle idée, 
qui est celle de la masse, et dont nous avons déjà parlé au 
commencement de ce cours. 

Nous ne donnous pas de définition de celte nouvelle 
espèce de quantité; celles que Ton pourrait donner se- 
raient aussi illusoires que celles qui se rapporteraient au 
temps , à l'espace et à beaucoup d'autres grandeurs. Mais 
ce qui est nécessaire et suffisant , c'est que l'égalité soit 
clairement définie entre les quantités de cette nouvelle 
espèce. 

Nous disons que deux points matériels ont fa même 
masse, lorsquen les prenant à Fêtât de repos il faut 
leur appliquer des forces égales à chaque instant, pour 
leur imprimer un mouK'ement identique. 

La considération du temps est nécessaire dans la pro- 
duction de tout mouvement . parce qu'il faut toujours un 
temps fini pour que Taction d'une force fasse acquérir à 
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mément retardé , nous aurons 



dx b^ 

-r ^=a — bt. d'où jc = C -f- ^r 

dt 2 



On voit que la vitesse deviendra nulle après un temps 
égal à T 9 et qu*elle sera ensuite négative. Le sens du mou- 
vement changera donc à cet instant , qui donne le maxi- 
mum de a:; cette variable diminuera constamment depuis 
cette valeur jusqu'à Fiiifini négatif. 

Si Ton supposait la force nulle , b serait nul , le mouve- 
ment serait uniforme , et Ton aurait a: = C -4- af ^ équa- 
tion qui montre , en effet , que les espaces parcourus sont 
proportionnels aux temps employés à les parcourir. On 
l'aurait obtenue directement en observant que le point 
ayant pour vitesse constante a parcourra Tcspace at dans 
le temps t, 

168. jipplication à la pesanteur. — L'expérience a 
appris que tous les corps, abandonnés dans le vide à la libre 
action de la pesanteur, prennent des mouvements iden- 
tiques , quelles que soient leur grandeur, leur espèce et 
par conséquent leur masse. On doit conclure de là que 
les forces respectives auxquelles tous les corps sont sou- 
mis, pendant leur mouvement, par l'action de la pesan- 
teur, sont proportionnelles aux masses de ces corps, soit 
que ces forces soient constantes ou variables. 

Mais, déplus, on a reconnu les deux faits suivants; 
que les espaces parcourus par un corps qui part du repos et 
est abandonné à la libre action de la pesanteur, sont pro- 
portionnels aux carrés des temps, et que les vitesses 
acquises sont proportionnelles aux temps. De l'un ou de 
l'autre de ces faits, on conclut, d'après la discussion pi*é- 
cédente. que la fon^e à la((uelle ce corps est soumis est 
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constamment la même pendant tout le cours de son mou- 
vement. 

On peut reconnaître encore que son intensité est la 
même que lorsque le corps est en repos. En effet, au 
moyen d'un appareil semblable à celui de la machine 
d'Atwood , on peut communiquer à un corps un mouve- 
ment vertical uniforme. Dans ce cas, la force produite par 
la pesanteur est détruite , et Ton peut en avoir la mesure 
exacte par la tension d'un ressort auquel serait suspendu 
le corps et qui participerait au mouvement vertical. Or, 
l'expérience prouve que cette tension est la même que lors- 
que le système est en repos •, d'où il suit que le poids d'un 
corps est le même dans l'état de repos et dans l'état de mou- 
vement. Les masses des corps étant proportionnelles à 
leurs poids, les instruments qui servent à mesurer les 
poids serviront à déterminer les rapports des masses, et 
Ton pourra représenter ces dernières quantités par des 
nombres, en prenant pour unité la masse d'un volume 
déterminé d'une substance choisie arbitrairement, et prise 
à une température déterminée. Avant les expériences de 
Galilée sur la chute des corps, on ne pouvait savoir que 
les masses étaient proportionnelles aux poids ; et il en serait 
tout autrement si la pesanteur était , par exemple , une 
force du genre des attractions magnétiques qui ne s'exer- 
cent pas sur toutes les substances , et même qui s'exercent 
inégalement sur celles qui sont soumises à leur influence^ 

169. La vitesse acquise par les corps pesants tombant 
librement dans le vide , pendant un temps donné , dépend 
du lieu où se fait la chute ; elle subit de petites variations 
suivant la latitude et l'élévation au-dessus du niveau de la 
mer. Nous ne nous proposons pas ici d'en faire connaître 
les lois , et nous nous bornerons à donner la valeur de la 
vitesse acquise par un corps qui tomberait pendant l'unité 
de temps , dans le vide , à l'Observatoire de Paris. 
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Pour déterminer runité de temps, nous supposerons 
le jour moyen partagé en 24 heures , Fheure en 60 mi- 
nutes , la minute en 60 secondes ; et nous prendrons pour 
unité la seconde, ou la 86400^ partie du jour moyen. 

Le jour sidéral , ou la durée de la rotation de la terre 
sur elle-même , est plus court que le jour solaire k cause 
du mouvement propre du soleil ; il n'est que de 861649O9 
secondes. Cela posé, si nous désignons par g la vitesse 
acquise pendant une seconde par un corps tombant dans 
le vide, à l'Observatoire de Paris, nous aurons , d'après 
des expériences précises dont nous parlerons plus tard , 

g = 9">,8o8g6, 

le mètre étant Tunité de longueur. 

i 70. D'après ce que nous avons vu dans le mouvement 
uniformément varié , nous aurons dans le cas d'un corps 
qui tombe verticalement dans le vide, en supposant la 
vitesse initiale nulle, prenant l'origine des x au point de 
départ, et les x positifs dans le sens de la pesanteur, 

et par suite 

U^ = 2gX, OU C =r sJT-gX. 

Cette dernière expression s'appelle communément la 



v' 



vitesse due à la hauteur x \ et réciproquement , x ou — 
s'appelle la hauteur due à la ^vitesse v^. 

Si le corps est lancé verticalement de bas en haut avec 
une vitesse a , on aura , en prenant l'origine des x au point 
de départ, et les x positifs en sens contraire de la pesanteur, 

f = û — gty x=zat — ^— . 

2 

La vitesse deviendra nulle pour t= ~. d'où .r = — . Le 
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mobile monte donc pendant mi temps égal à celui qu'il 
mettrait à acquérir la vitesse initiale a; et l'espace qu'il 
parcourt en s'élevant est égal à celui qu'il parcourrait en 
descendant pendant le même temps sans vitesse initiale. 

Le mobile après le temps - redescend , puisque l'expres- 

sion de la vitesse change de signe •, et d'après ce qui vient 
d'être dit , il doit se trouver au point de départ avec une 
vitesse égale à — a, après un nouvel intervalle de temps 

égal à — Et, en effet, les formules précédentes, pour 
t = — , donnent 



V = — rtr; a: nr G. 



Proportionnalité de la vitesse à la force. 

1 71 . Ce principe fondamental de la dynamique con- 
siste en ce que deux forces constantes quelconques qui 
sollicitent des masses égales pendant un même temps , leur 
font acquérir des vitesses qui sont entre elles dans le même 
rapport que les deux forces. 

Beaucoup de géomètres ont admis ce principe comme 
une hypothèse, et ils vérifiaient son exactitude par l'ac-^ 
cord entre les résultats des théories fondées sur elle^ et 
des expériences ou des observations directes. 

Mais, comme il est une des bases principales de la dyna- 
mique , nous croyons devoir montrer comment on peut 
en reconnaître l'exactitude par des expériences de diffé- 
rente nature, et que l'on peut faire pour autant de valeurs 
différentes que l'on voudra de la force accélératrice con- 
stante , ce qui n'empêchera pas d'ailleurs de faire par 1» 
suite les vérifications dont on se contentait ordinairement.^ 

Rappelons-nous d'abord le principe admis précédem-- 
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ment, que le mouvement commun d^un système de points 
sur la surface de la terre n'influe pas sur le mouvement 
relatif produit par une force particulière qui agit sur l'un 
d'eux. Nous pourrons , d'après cela , supposer la terre im- 
mobile quand il s'agira d'étudier les mouvements absolus 
que produiraient diverses forces sur des corps situés à sa 
surface , puisque le mouvement relatif que l'on observera 
ne différera pas du mouvement absolu qui serait produit 
par ces mêmes forces agissant seules sur les mêmes corps 
partant de l'état de repos. 

Pour étudier la loi suivant laquelle varie le mouvement 
d'une môme masse, sollicitée successivement par diverses 
forces constantes , et partant toujours de l'état de repos, 
on peut faire usage de la machine d'Atwood. Elle donne 
le moyen de faire varier d'une infinité de manières la 
force appliquée à une même masse , et de mesurer la vitesse 
acquise après l'unité de temps 5 elle peut donc servir à dé- 
terminer la loi suivant laquelle cette vitesse varie avec la 
force qui la produit. 

Désignons par M la masse de l'un quelconque des poids 
en équilibre, et par w la masse du poids additionnel p. 
Tous les points du système ayant le même mouvement, 
des masses égales sont sollicitées par des forces égales; 
ainsi une masse égale à m ne sera plus sollicitée par la 

force p, mais par la force p —-- , ou — ,, : et Ton 

i -h 2 — 
m 

peut choisir le rapport — de manière que la masse m soit 

sollicitée par une force ayant une valeur quelconque com- 
prise entre o etp. Or, en déterminant les vitesses acquises 
dans chaque cas après une seconde, comme on peut le 
faire par des procédés très-précis que nous ne pouvons dé- 
tailler ici , on les trouvera dans le même rapport que les 



PRXMiÈaE ANVl^E. — DYNAMIQUE. ^^\ 

forces ^ avec d'autant pins d'approximation que l'on aura 

plus diminué les résistances étrangères. 

On peut même s'assurer que la force appliquée à la 

masse 2M est constante pendant le mouvement. Il suffira 

de suspendre le poids additionnel au moyen d'un ressort 

qui en fasse partie^ ou qui «oit compris dans l'une des 

masses en équilibre. On reconnaîtra qu'il est toujours 

également tendu pendant le mouvement; la force avec 

2M 
laquelle il tire la ma^e 2M étant divisée par — donnera 

la force appliquée à la masse m , et devra coïncider avec 

celle que nous avions déjà trouvée, savoir — « C'est 

1-4-2 — 
m 

encore ce que l'expérience apprendrait , en faisant con- 
naître le poids qui tendrait le ressort comme il l'est dans 
le mouvement observé. 

172. On pourrait encore diminuer la pesanteur dans 
un rapport connu arbitraire, en faisant descendre un 
corps sur un plan incliné. En effet , si l'on désigne par a 
Tangle de la verticale avec ce plan, le poids du corps, au 
lieu d'être p^ sera pcosa, et pourra prendre toutes les 
valeurs depuis o jusqu'à p. On pourra encore déterminer 
la vitesse acquise après une seconde, et l'on trouvera ces 
vitesses proportionnelles aux forces , ou du moins cette loi 
se rapprochera d'autant plus de l'exactitude, que l'on 
aura diminué davantage le frottement produit par la force 
normale psin a. 

Nous regarderons maintenant ce principe comme dé- 
montré , ainsi que les précédents , et l'objet de la méca- 
nique rationnelle est de déduire de ces premières données, 
tirées de l'observation de la nature , toutes les lois du mou- 
vement dans les circonstances les plus compliquées. La 
conformité que l'on trouvera constanmient entre les résul- 
i'* année. 16 
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tats de 1 observation directe des. phénomènes et ceux que 
le calcul annonce en admettant ces principes , constituera 
une vérification qui ne laissera aucun doute sur leur exac- 
titude. 

Comparaison des forces qui agissent sur des masses 

quelconques, 

173. Si l'on applique une force constante p à un corps 
ayant une masse m , chaque unité de masse est sollicitée 

par la force — . Si l'on conçoit une seconde force constante 
* m 

p* appliquée à une masse m\ l'unité de masse de ce nou- 
veau corps est sollicitée par la force —,• 

Les mouvements de ces deux corps étant évidenunent 
les mêmes que ceux de chacune de leurs parties , et les 
vitesses acquises au bout du même temps par des masses 
égales étant proportionnelles aux forces qui les produi- 
sent, si on désigne ces vitesses par \^^ y^\ on aura 

V : t^' :: — :^'> ou p \ p' w nw : wV. 

mm 

D'où il résulte que deux forces constantes sont entre 
elles comme les produits des masses auxquelles elles 
sont appliquées par les vitesses qu elles leur font acqué- 
rir dans le même temps, La proportion précédente peut 
se mettre sous la forme 

p m V 
p' m' ' v' 

Si donc on prend pour unités de leurs espèces respectives 
les quantités désignées par p', /r/, vf\ on aura 

p = mv. 
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Ainsi les forces seront mesurées parle produit de la 
masse du corps auquel elles sont appliquées parla vitesse 
quelles lui font acquérir pendant V unité de temps ^ en 
entendant que l'on a pris pour unité de force celle qui 
fait acquérir à l'unité de masse, dans l'unité de temps ^ 
une vitesse égale à l'unité de longueur. 

174. Si l'on voulait comparer les intensités de deux 
forces^, p\ qui dans des temps différents f, f' auraient 
fait acquérir des vitesses t^, «^' aux masses m, m', il fau- 
drait ramener les temps à être égaux, par exemple à 
l'unité, avant d'y appliquer la proposition précédente. 

Or, la masse m, aurait acquis la vitesse - dans le temps t\ et 

la masse m , la vitesse -7-, on aura par conséquent 

mv m'v' 



p\p' \\ — : 



ca si l'on suppose que p\ m\ i^\ t' soient tous égaux à 
l'unité , on aura 

mv 

l'unité de force étant la même que dans le cas précédent. 

175. On est convenu d'appeler quantité de moux^e- 
ment d'un corps le produit de sa masse par sa vitesse. On. 
peut donc dire quune force constante quelconque est 
mesurée par la quantité de mouvement quelle produit 
dans l'unité de temps, 

176. Unités de force et de masse, — Jusqu'ici nous 
n'avons fixé que les unités de longueur et de temps, qui 
sont respectivement le mètre et la seconde. Nous avons 
laissé indéterminées celles qui se rapportent aux forces et 
aux masses^ seulement nous les avons liées par la condi- 
tion que l'unité de force appliquée à l'unité de masse pen- 

16. 
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dant Funité de temps lui fît acquérir une vitesse égale à 
Funité. Nous conviendrons maintenant de prendre pour 
unité de force le kilogramme , c'est-à-dire le poids d'un 
décimètre cube d'eau distillée prise à la température du 
maximum de densité, et considéré à l'Observatoire de 
Paris. Voyons ce que sera , d'après cela, l'unité de masse, 
c'est-à-dire la masse qui , sollicitée pendant une seconde 
par une force constante égale au poids de i kilogramme, 
acquerrait une vitesse de i mètre par seconde. 

Or, la masse de i décimètre cube d'eau sollicitée par 
une force égale à i kilogramme , c'est-à-dire par son poids 
à l'Observatoire, acquiert la vitesse g dans une seconde; 
donc la masse d'un nombre g de décimètres cubes d'eau, 
sollicitée par la même force de i kilogramme, acquer- 
rait une vitesse égale à l'unité : elle est donc l'unîté de 
masse. 

Ainsi, en prenant la seconde pour unité de temps, le 
mètre pour unité de longueur, et le kilogramme pour 
unité de force, la masse prise pour unité doit être celle de 
9,80896 décimètres cubes d'eau distillée prise à la tempé- 
rature de 4 degrés. 

Les masses pourront toujours être remplacées par des 
poids 5 ce qui est plus commode , puisque ce sont les poids 
qui se mesurent immédiatement avec les instruments. On 
observera pour cela que si P désigne le poids du corps dont 

la masse est m , on aura P = mg", puisque g unités de force 

p 
expriment le poids de l'unilé de masse 5 on en tire /n = -; 

mais il ne faudra pas oublier que tout se rapporte au sys- 
tème d'unités que nous venons d'établir. 

1 77 . Densité, — On appelle densité d'une substance ho- 
mogène la masse qu'elle renferme sous l'unité de volume. 
Les densités des différentes substances sont donc propor- 
tionnelles à leurs poids spécifiques ^ et si l'on prend la même 
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substance pour terme de comparaison , il y aura identité 

entre la Table des poids spécifiques et celle des densités. 

Si Ton désigne par V le volume d'im corps homogène , 

par D sa densité, par M sa masse, et par P son poids > on 

aura 

M = VD, V = \Dg. 

Le poids spécifique , ou le poids de Tunité de volume, est 
do^c exprimé par gD, Si l'on veut que celui de l'eau soit 
rej^résenté par le nombre i , et que les poids soient éva- 
lués en kilogrammes, il faudra prendre pour unité de 
volume le décimètre cube , puisque ce volume d'eau pèse 
i kilogramme. La Table des poids spécifiques donnera alors 
les poids des décimètres cubes des différentes substances , 
évalués en kilogrammes. 

Quant à la Table des densités, elle s'obtiendrait en divi- 
sant par g tous les nombres de la Table des poids spéci- 
fiques, puisque nous avons vu que, d'après l'unité de 
masse qui a été déterminée ci-dessus , on obtient toujours 
la masse d'un corps en divisant son poids par g. 

Égalité de Inaction et de la réaction dans le mouvement. 

Force d'inertie. 

178. Considérons un point matériel soumis à l'action 
d'une force constante, qui lui fait parcourir une ligne 
droite d'un mouvement uniformément accéléré. On peut 
remplacer cette force , quelle qu'elle soit , par un corps 
qui pousserait ou tirerait le point de manière à lui faire 
suivre le même mouvement , auquel cas la force produite 
par sa liaison au corps serait la même que la première. 
Or, si l'on réalise cet état de choses en poussant ou en tirant 
un corps quelconque au moyen d'un ressort , on reconnaî- 
tra qu'il arrive toujours à un état permanent de tension , 
que par conséquent il se trouve sollicité à chaque instant 
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par des forces en équilibre, et par suite égales et con- 
traires. Donc Faction exercée à Tune des extrémités du 
ressort , et qui produit l'accélération , est toujours accom- 
pagnée d'une autre action égale et contraire appliquée à 
l'extrémité qui est liée au corps. Cette dernière force est 
nommée réaction du corps , et les expériences que nous 
venons d'indiquer démontrent que V action est constam- 
ment égale à la réaction dans tout mouvement où la force 
est constante \ et par conséquent aussi dans le cas où elle 
est variable , puisqu'on peut toujours la considérer comme 
constante dans un intervalle de temps infiniment petit. 
C'est cette réaction qu'on appelleybrce d'inertie. 

Le principe étant établi pour tous les cas où la force est 
produite par des liaisons matérielles , on l'étend naturelle- 
ment au cas même où l'on n'aperçoit aucun intermédiaire 
entre les deux points qui agissent l'im sur l'autre^ action 
qui est toujours dirigée suivant la droite qui les joint. 
Cette extension est confirmée par l'accord entre les phé- 
nomènes observés et les calculs fondés sur cette hypothèse, 
et d'ailleurs elle peut être démontrée expérimentalement 
toutes les fois que les corps entre lesquels a lieu l'action 
mutuelle peuvent être liés Tun à l'autre de manière à 
former un système rigide libre : on reconnaît par F immo- 
bilité de ce système que les deux forces sont contraires 
et égales. 

Nous admettrons donc ce principe général , que toutes 
les fois qu'un point matériel produit une action sur un 
autre, ce dernier exerce toujours une action égale et con- 
traire sur le premier ^ de sorte que , si ces points venaient 
à être liés invariablement, les deux actions se détruiraient 
exactement. 
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Expression de la force dans un mouvement rectiligne 

quelconque. 

179. Nous avons vu que deux forces constantes sont 
entre elles comme les quantités de mouvement qu'elles ont 
communiquées dans le même temps. D'où il est résulté 
qu'une force constante peut être mesurée par la quantité 
de mouvement qu'elle produit dans l'unité de temps, en 
prenant pour unité de force celle qui, dans l'unité de 
temps, fait acquérir à l'unité de masse une vitesse égale à 
l'unité. Voyons comment on peut ramener à ce cas celui 
d'une force qui varie à chaque instant suivant une loi 
arbitraire. La question consiste à déterminer la vitesse 
qu'elle ferait acquérir à l'imité de masse pendant l'unité 
de temps , si elle conservait l'intensité qu'elle a à l'instant 
que l'on considère. 

Supposons donc un mouvement rectiligne quelconque ; 
soient t^ la vitesse du point mobile auquel nous supposerons 
une masse égale à l'imité, x sa distance à l'origine, t le 
temps compté à partir d'une époque quelconque; dési- 
gnons par <f la force variable qui sollicite le point à chaque 
instant, c'est-à-dire son rapport à l'unité de force, qui 
est mesuré par la vitesse qu'elle ferait acquérir pendant 
l'unité de temps au mobile en question , dont la masse est 
égale à l'unité. 

Si la force était constante, il suffirait de diviser la 
vitesse qu'elle communiquerait au point dans un temps 
quelconque, parce temps, et l'on aurait la vitesse com- 
muniquée dans l'unité de temps. Mais dans le cas actuel, 
si la force est ^ à un certain instant , elle sera augmentée 
d'une certaine quantité Ay après le temps Af , et l'accrois- 
sement Ai^ de la vitesse ne sera pas dû à la force ^, mais 
pourrait être produit par une force comprise entre (jp 
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et f + A<p et qui agirait avec une intensité constante pen- 
dant le même temps ùt. Cette force intermédiaire f ' sera 

égale à — » c'est-à-dire que cette expression mesure la vi- 
tesse qu'elle communiquerait au point dans l'unité de 
temps. 

Mais l'équation rigoureusement exacte f ' = -~ ayant 

lieu quel que soit Fintervalle de temps Af, et (f' se rappro- 
cliant indéfiniment de (p à mesure que Attend vers zéro^ 
puisque alors Af tend aussi vers zéro, il en résulte, en 
prenant les limites des deux membres de l'équation , 

Telle est la mesure exacte de la force appliquée â 
l'unité de masse, dans un mouvement rectiligne quel- 
conque. Elle est de même signe que dv^^ de sorte qu'en 
employant cette formule , on regarde la force comme posi- 
tive quand elle tend à augmenter la vitesse, et comme né- 
gative quand elle tend à la diminuer 5 mais l'expres- 

dx 
sion de celle-ci est — r et est positive quand le mouve- 
ment a lieu dans le sens des x positifs : donc la force sera 
positive quand elle agira dans ee même sens, puisqu'elle 

dx 
augmentera — ou p* en valeur algébrique; elle sera néga- 
tive dans le sens contraire. 

dx 

Si dans l'expression de (f* on remplace p» par --7-, on 

obtient 

__ d\v 

180. Si maintenant on considère un point dont la 
masse soit rn^ la force qui le sollicite sera mesurée par 
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m -j > puisque le point qui aurait le même mouvement et 



une masse égale à Tunité serait sollicité par la force — ? 

dt 

et que nous avons vu que dans des mouvements iden- 
tiques les forces sont entre elles comme les masses. 

On est convenu d'appeler ybrce motiice celle qui est 
appliquée à une masse donnée quelconque ; sa mesure est 

dif d^x 

w -r- j ou m -r--' 
dt dt^ 

Et l'on appelleybrce accélératrice celle qui , dans le mou- 
vement que Ton considère^ sollicite l'unité de masse*, elle 
a pour mesure 

dv d\v 

Cette expression , considérée dans le mouvement en 
lui-même, en mesure V accélération positive ou négative. 

Usage des formules générales du mouvement varié. 

181 . Ces formules sont 

dx dp d^x 

""^Tt' "^^It^W 

ou encore , en remettant pour dt sa valeur tirée de la pre- 
mière, 

vdv 

Examinons les différentes questions auxquelles elles peu- 
vent donner lieu. 

i**. Supposons que l'on donne x = F(f), on obtiendra 
l'expression de la vitesse et de la force par de simples diffé- 
rcîutîations par rapport à t. 
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2^. Soit M = F(^), on aura 

on connaîtra donc la force accélératrice. 

On connaîtra la position du point à chaque instant au 
moyen de l'intégration suivante qui donne la valeur de jr, 

x=S.di=fY{t)dt, 

La constante relative à cette intégration se déterminera 

par la position initiale du point. 

3". Soit 9 = F (0- 

On connaîtra la vitesse par la formule 

et l'on déterminera la constante d'après la valeur initiale 
de V. Soit ainsi y^ ■=:f(t) ; on aura la valeur de X au moyen 
de la formule suivante : 

ol la constante introduite par cette nouvelle intégration 
dépendra de la position initiale du point. 
4". Soit \^ = F(a:), on en conclura 

dx „, , „ . r dx 



, V ,, r dx 

= FW, d'où .=j^ 



dt ^ ^' Jï'W 

la constante se déterminera d'après position initiale du 
point, et l'on aura ainsi une équation finie entre x et /• 

l.a force (f ou -y- sera égale à F' (a:) F(,r). 



5'*. Soit (f = V{x) , si Ton remplace (jp par -r-, on aiu'^ 



-—rr: F (./•), d'où vdv =z V Lv)dx, 
dx 
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et en intégrant , 

On parviendrait encore à ce résultat en remplaçant y par 
—z— ; on aurait alors 

df ^ ^ 

tlx 
Si Ton multiplie les deux membres par 2 —9 il vient 

djc d^x „ , .dx 

2 = 2F [x] — 9 

de dr ^ ^ dt 



et les deux membres de cette équation sont des dérivées 

dx 
li 



par rapportât; le premier, de (;t-) ? et le second, de 



if¥{x)clx\ on aura donc 

— j =:LfY{x)ilx = v\ 

ce qui n'est autre chose que l'équation précédemment 
obtenue. 

La constante se détermine par les valeurs initiales de 
X et «^. On connaît ainsi la vitesse e;i un point quelconque 
du mouvement , et il reste à trouver une équation entre x 
et t. Désignons 2fF(x)dx par /'(a;); nous aurons 

^4=s/m> d'où t= Ç-% 



'J W 

et la constante sera déterminée par la valeur initiale de x, 
6^. Soit enfin (p = F(^') , on aura alors 

-=FW, d'où ^=^jfj^y 
la constanlc se déterminera par la valeur initiale de r. 



i 
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Si Ton peut résoudre cette dernière équation par rap- 
port à (^9 on aura 



■«.-•■ 



Dans le cas contraire, on remplacera f par -^ , et l'on ann 

4 = FW, d'où * = /!*. 

Si Ton peut effectuer cette intégration , on aura une éqoi* 
tion finie entre (^ et x; et comme on en a déjà une entre 
t et (^, l'élimination de (^ en fera connaître une antre 
en j? et f • 

' Telles sont les différentes quesjtions auxquelles peuTent 
donner lieu les équations du mouvement rectiligne varié. 
Leur solution dépend toujours ou de différentiationS| on 
d'intégrations du genre des quadratures. Nous allons en 
faire l'application à quelques exemples. 

Mouvement d'un point matériel pesant dans un milieu 

résistant. 

182. La théorie admise sur la résistance des milieux est 
eucore assez imparfaite ; mais ici nous regarderons comme 
exacts les résultats approchés, auxquels des expériences 
multipliées ont conduit sur cette matière. 

Ainsi, nous supposerons que cette résistance est une 
force normale aux surfaces en chacun de leui^ points , pro- 
portionnelle au carré de la vitesse relative de ce point et 
du milieu, estimée dans le sens de la normale, ainsi qu'à 
la densité du fluide. Il suit de là que la résistance exercée 
sur une sphère en mouvement est directement opposée au 
mouvement de son centre , et proportionnelle au carré de 
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son rayou. Si on la divise par la masse de la sphère, on 
aura la force qui en résulte pour Tunité de masse. 

Soient p la densité du fluide , que nous supposerons en 
repos, D celle delà sphère, r son rayon, t^ sa vitesse, la 

résistance appliquée à l'unité de masse sera y ^^ y dési- 
gnant un coefficient constant. Pour plus de commodité 
dans nos calculs , nous rapporterons cette force à la pesan- 
teur, et nous désignerons par K la vitesse qu^il faudrait 
supposer à la sphère donnée , pour que la résistance qu'elle 
éprouve devint égale à son poids , c'est-à-dire pour que l'on 

eût y ~— = g. Alors la résistance appliquée à l'unité de 

masse sera g— •, et c'est sous cette forme, où l'homogénéité 

est mise en évidence , que nous l'emploierons dans les cal^ 
culs qui vont suivre. 

183. Mom^ement descendant, — Nous commencerons 
par le cas où le point matériel se meut dans le sens de la 
pesanteur. Soient A {fig' 49) le point de départ, et x la 
distance du mobile à ce point après un temps quelcon- 
que f , au bout duquel il a acquis la vitesse t^. En dési- 
gnant par (p la force accélératrice , on aura 



d'où 



,=^-g^ = |;(K'-.')=5, 



et intégrant , 



dtz= — . —^ 'i 



r = — l. 



ULg K V 



IVous n'ajouterons pas de constante, parce que nous sup- 
posons que la vitesse soît nulle au point de départ. 
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On tirera de là 
d'où 

i -î 

et par suite 

or devant être nul en même temps que t, on doit avoir 

g 

d'où' résulte 

On a donc ainsi à chaque instant la position et la vitesse 
du mobile 5 ce qui forme la solution complète de la ques- 
tion. 

On aurait pu exprimer x en fonction de v^ en rempla- 
çant (p par — î ce qui aurait donné 






A'oii 



et comme on a à la fois i' = o, a: = o , il en résultera 
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et par suite 

(3) x = ^l. 



7.g K'~P' 

La valeur de \^ en fonction de t montre qu'elle est tou- 
jours plus petite que K, mais qu'elle tend vers cette 
limite à mesure que t augmente, parce que l'exponentielle 

e tend vers zéro. Le mouvement tend donc à devenir 
uniforme, et la vitesse a pour limite celle qui rend la 
force accélératrice égale à la force retardatrice. Cet état 
n'a jamais lieu rigoureusement 5 mais le mobile s'en ap- 
proche indéfiniment, et d'autant plus rapidement, que 

e décroît plus vite, ou que K est plus petit. Or^ nous 
avons trouvé 

>'=\/î\/f^ 

donc le mouvement devient sensiblement uniforme , d'au- 
tant plus promptement et avec une vitesse d'autant moin- 
dre , que le milieu est plus dense , et que le mobile a un 
moindre rayon et une moindre densité 5 ce qui est con- 
firmé par l'expérience. 

184. Si la densité du milieu est supposée nulle , le mo- 
bile n'est plus soumis qu'à l'action de la pesanteur, la 
quantité K devient infinie , et l'on a , en supposant qu'on 
ait à la fois ? = o, j> = o, x=:o. 



dv dx 

,=g = j^, d'où '' = gt=-^^. 



et par suite , 



xz=:^~- y et ç^=:2gx. 
1 



Ces diverses formules, déjà obtenues précédemment, 



aS6 coims us »ÉcAitiQU>,. 

penrentaë^dfthiireflei prtfc^dentea ai y CÛMMâfellAlt. 
Enefiêt,nondéreloppa^ exp||»uiltidle8,r4qiliitilBV(,i) . 

donne, ensuppoetnt ,f=^0) f^ jt^ l éfuutaa (3), qii on 
pei^ mettre mitaiu ferme 

'=-5'(-r:)- 

Ame, «n dérdopjwnt le l«g*iillime , 






•tip[»innt le facteur commati K* et bisut tmaàte l 
infini , on obuent 



185. ifoufement ascendant. 7- Soit A (fig. JH^ !■ 
pcnnt d'où part le mobile; préntnu tonjoon û 'dtrtfcftft 

AX de la pesanteur pour le sens des x positifs , et sôit ■— a 
la vitesse dumobîle au moment du départ, on aura 






t-K'), 



d'où 



dt = 



d» 



et int^aot, en observant que l'on a en même lemps 
ï=o, v = — a. 



= arctang- 



■ctang~ = arctang 



K«+ Ko 



d'où 



l-K« 



..S' 
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3t par suite 

Ksin 

K K dx 



Ksin?r — flcos?- 



f^=K^ 



d'où l'on déduit 



«sin|r-HKcos|r 

K. K. 



dt 




sin^-hKcos^ 



= l.((asin0-hKcos0 ) -h C. 



S \ K 



Ê) 



La constante doit être telle que l'on aît à la fois f = o, 
a: = o , ce qui donne 

K\ fa . gt gt\ 

a: = --l.(^-sin-+cas-j. 

Le problème est donc entièrement résolu , puisque , pour 
toute valeur de ?, on peut assigner la position et la vitesse 
du point, et par suite la force qui le sollicite. 

Le mobile cessera de monter quand v> sera devenu nul : 
la force sera g à cet instant et le fera descendre 5 mais 
alors la résistance changera de sens et on retombe dans le 
premier cas. La valeur de f correspondante à cet instant 
est dcmnée par l'équation 

-n^ ' S^ S^ AI s g^ a 

Ksm^i «cos^==o, dou tang|r==- 

K. K. K. K. 

La valeur de x devient 

— — Çli ^' + ^' 

^'est la distance de l'origine A au point le plus élevé B. 
\ partir de ce point, le mouvement peut être déterminé 
t>arles formules relatives au premier cas, si l'on prend ce 
i''* année, \n 
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poÎDt pour origine. Cherchons quelle vitesse aura le mo- 
bile quand il repassera en A , et quel temps il mettra à y 
revenir. 

Égalons pour cela la distance AB ou — 1. — -— — à la 
valeur de x donnée par la formule (3) , il en résultera 

5 d OU v^z=:a} 



Le mobile revient donc en A avec une vitesse moindre 
que celle qu'il avait au moment du départ , et d'autant 
moindre que K est plus petit. 

Pour connaître la valeur 9 de f relative à cet instant, il 
faut dans l'équation (2) substituer à a: la valeur particu- 
lière 

et l'on aura 

d'où 

^e' go' ^ 



K K 2V^'-I-K=^ 



.<?«' 



ou, en posant e = ^ y 



2 \/fl» + K' 

z- z 4- I =0. 

K. 

Cette équation étant réciproque donnera à la fois ^ 
et e ; on aura, en prenant la plus grande racine, 






-a: -t 






' * ^ ^mm' 



• •— ' f 



*'***" -î It 



:i 4.- •-. ... -^ 






.-rc^- »- I,. 



ur zs. 






• » . « ^" I 



\ ? -■ 



foc 



ScIj 



■*"Jh*»- :..:ui-' -^ ni. 



.* • 



** P«r anTp 



1 — 



ixin mnf 






f 






z^ï, i ■-- 



c i. 



J. 



i 



1 



►■ ■ — 



a6o C20UBS DB idCAiriQIJI* 

et par conséquent 






La yaleor de (^ apprend que la vitesse tend indé&ii- 
ment à se réduire à K, c^est-à-dire k celle pour laquelle 
la résistance est ^ale au poids dn mobile. Qnant i là n* 
leur de Xj elle croit indéfiniment. 

187. Dans le cas où le mobile aurait une vitesse îm- 
rîale a et ne serait pas soumis k l'actioii de la peNoiteV) 
mais à la résistance seule du milieu , on aurait 

^ p dp . Kdp. K, . ^ 

^ ^K dt gp g 

et comme on a f^ = a, pour t = o , il en résulte 

^ K, K, p 
C=— l.fl, et f= I.-j 

8 S ^ 

d'où 

K dx 
V "= ae = -T- • 

dt 



On tire de là 



■/ 



C, 



et comme on a en même temps t == o , a: = o , on aura 



C = — et par suite 
g 



alL ( ""K 1 

X = — Il — e /• 

8 \ / 



On voit que la vitesse a pour limite o, à mesure que le 

temps augmente indéfiniment ; et x a pour limite — >^e 

sorte que le point tend indéfiniment vers une position dé- 
terminée, qu'il ne peut jamais atteindre. 



npwmiii an. point maiémi ;iUt;;ti (Ui V /^. .>i) ^^» 
9Bilei&^vi:£u:etle la. rerm. ci .utitti vi^itk>Mu i>^a%^ i^ 



a — cr *■ 

igrer «iersr 'iimu 

ii' ti' — v" 
prvânitii! iiiiiiiibi!^ <<:k; Ik (Jliijit!*^iiUt;UL; «ii; >, . > v,vi' 

a. 

toc bi» îzLûé^sraAe» nvr jpifm^<^«^ JkKtUKH *^' g. t«MV ^vo, 

<gùr * atfr- 

ir suite 

( — |=2ffr- ( ) = ^ , - ..: V . 



CSierchona uuiatenant x en fon cti o p de t» Ghe^ on tire de 
celle équation, en observant que dbr et <ft aoiit de même 
signe, 

d'où 




et enfin 

, . \ [ a l I ; « a — 2Jr\ 

(2) i = -i/— rivfl^ — «a^H — arccos )• 

^ ' r y 2^V a a } 

G>mme on doit avoir x=:o pour f=o, la constante 
sera nulle, pourvu quW prenne zéro pour Tare dimtle 
cosinus est Tunitë. Le problème est donc complètement 
résolu puisque, pour une valeur quelconque de x, on 
peut déterminer rinstant où le mobile y passera , et la 
vitesse qu'il aura. Réciproquement, pour une valeur don- 
née de f , on connaîtrait la valeur de x par la résolution 
approchée d'une équation numérique , ou par la construc- 
tion de la courbe représentée par l'équation (2), dans la- 
quelle t représenterait l'ordonnée. 

Ces formules ne s'appliquent qu'autant que le point ne 
pénètre pas dans l'intérieur de la terre ; elles ne s'éten- 
dront donc que jusqu'à x^=-a — r. Au delà de ce point, 
la force devient proportionnelle à la distance au centre, 
et le mouvement est représenté par des équations diffé- 
rentes qlie nous allons déierminer. 

1 89, Nous supposerons , pour plus de simplicité , que le 
mobile parte du point A {Jig» Sa) de la surface de la terre 
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avec une vitesse nulle; nous prendrons Forigine des x au 
centre, à cause de la symétrie par rapport à ce point, et 
nous regarderons les x comme positifs dans le sens OA. 
L'expression de la force sera 

Multipliant par 2.dx et intégrant, il vient 

et comme on a t^ = o pour x = r, on aura C = gr^ d'où 

Il reste à trouver une équation entre x et t. Or, celle-ci. 

donne 

Ir dx 

nous prenons le signe — pour la racine carrée, parce 
que dx^\ //itsont de signes contraires, tant que le mou- 
vement a lieu en sens contraire des x positifs. On obtient, 
en intégrant , 



=v^- 



X 

arccos-» 

r 



La constante est nulle , puis(|ue Ton a en même temps 
*=o, xz=zr. Cette équation, résolue par rapportât, 
devient 

(4) x = rco^,ty^' 

La valeur de y^ montre que la vitesse est maximum 
quand le point passe au centre , et qu elle redevient nulle 
pour x^= — r, c'est-à-dire à l'extrémité opposée du dia- 
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mèlru. Le poim se trouve alors dans les mêmes circon- 
stances; il revient donc vers sa première position par un 
mouvement identique au premier, et l'on aura un nom- 
bre iodélini d'oscillations semblables. La vitesse ne dépen- 
dant que de x' est la même pour deux positions situées k 
égale distance du centre. 

On voit, par l'equatiou entre .r et t , que le point arrive 

au centre après un temps égal à -\/-; que pour des 
époques également distantes de cet instant, les distances 
au centre sont égales, et que le point arrive à l'extrémité 

du diamètre après un temps égal à Jt W - j et qui exprime 
par conséquent la durée de l'oscillation 

190. Les formules précédentes se réduisent sensible- 
ment à celles du mouvement uniformément accéléré, 
quand on suppose l'espace parcouru très-petit par rapport 
à la distance au centre ; ce qui revient à supposer la force 
sensiblement constante. 

^insi l'ëquation (r^ peut se mettre sous la forme 



k étaut très-petit pai- rapport à ;■ et représentant l'élé— ' 
vation du point A au-dessus de la surface de la terre? 

— se réduira à l'unité, en négligeant les quantités d^ 

l'ordre de -, et l'on aura , à ce degré d'approximation , 



Passons à la formule ( 2). On aura 



•^f.^i. 



--Éi 
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mplaçant a par /'+/*, et négligeant les termes où entrent 
5 rapports - ? - , il restera y JC, et la première partie de t 



ra 



vi' 



De même , en développant arc cos , ou bien 



'csîn— ^^ , on trouvera que la seconde partie peut 




re réduite à t / — ? et Ton aura 

^8 



= ^\/|' 



ou a: = 2— 



Dans la seconde question, les espaces parcourus sont 
— x, et si on les suppose très-petits par rapport à r, la 
rmule (3), qui peut se mettre sous la forme 

réduit sensiblement à 

formule (4) développée devient 



"='•('-£+••) 



Ton néglige les termes qui renferment r en dénomina- 
tir, elle se réduit à 



2 



191. Remarque relative aux solutions singulières, — 
équation différentielle du mouvement d'un point , jointe 
IX circonstances initiales , détermine complètement le 
mouvement de ce point pendant un temps indéfini. Mais 
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quand on intègre cette équation , il faut avoir soin de 
n'omettre aucune de ses solutions , et tenir compte aussi 
bien de celles qu'on appelle singulières que de celle qu'on 
désigne sous le nom S! intégrale générale. Le problème 
suivant donnera un exemple d'un mouvement qui est 
représenté jusqu'à une certaine époque par l'intégrale gé- 
nérale, et depuis cette époque, par l'intégrale singu- 
lière. 

Supposons un point en mouvement dans un fluide dont 
la résistance soit proportionnelle à la puissance m de la 
vitesse, m étant compris entre o et i. D part de l'origine 
des X avec une vitesse a dans le sens des x positifs, et 
n'est soumis à aucune autre force que la résistance du 
milieu. L'équation de son mouvement sera 

w $=--. 

k désignant une constante connue. On tire de cette équa- 
tion 

et par suite 

(2) (' i-'" = rt'-" — ( I —m) Ât, 

Observons que la puissance fraclioanaire i^'" ne com- 
porte dans aucun cas le double signe dans l'équation difFé— 
rentielle , et qu'il est entendu qu'elle sera toujours considé- 
rée comme ira,plicitement positive, sans quoi l'équation (i 
ne représenterait pas les conditions de la question méca- 
nique. Il faut donc, dans tout le reste du calcul , consi- 
dérer l'exposant m comme ne donnant qu'une valeut 
positive à la puissance de p» où il entrera 5 et , lorsqu'un 
équation lui donnera une valeur négative, elle ne repré 
sentera pas le mouvement du point. 

jNous avons dit qu'il fallait considérer toutes les solu- 
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lions de Téquation (i); il faut doDC tenir compte des solu- 
tions singulières, qui se réduisent à 

;3) ç = o. 

La solution complète du problème proposé est donc don- 
née par les équations (2) et (3), et il ne s'agit plus que 
de reconnaître laquelle on doit considérer à un instant 
donné quelconque. 

Or, il est évident qu'au moment du départ, la vitesse 
étant a , et ne pouvant être détruite que dans un temps 
fini , on ne devra pas faire usage de Téquation (3) dans le 
commencement du mouvement. On devra donc prendre 
l'équation (2). Mais on n'en devra faire usage que jusqu'à 
Pépoque pour laquelle on aura 



(l — /w)XY=«'-^, ou tzzr 



a'~« 



{i^m)A' 



psirce qu'au delà on aurait une valeur négative pour P'*"'" , 
^^ que nous avons vu ne pouvoir convenir à la question 
'^^^ccanîque proposée. Jusqu'à cette valeur de t , l'équa- 
^^C3n (3) ne peut convenir, mais elle est satisfaite à cette 
^^fioque, et elle devra l'être indéfiniment ensuite, puisque 
* équation (2) ne peut l'être et que le problème a certai- 
^^ cernent une solution , qui ne peut être représentée que par 
*^ "tine ou l'autre de ces deux équations. 



^i-m 



n suit de là que depuis ^ = o jusqu'à t = j r-j , on 



j' = [û'-'" — (i — m)/7] 



I — m 
9 



^t depuis cette dernière valeur de t jusqu'à f =ïs 00 , on aura 
^ s: o, et le point restera immobile dans la position ou il 

^cra arrivé au bout d'un temps écal à , — •• 
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Nous pouvons maintenant intégrer Téquation (2) après 

(ix 
avoir remplacé i^ par —, et nous savons jusqu^à quelle 

valeur de t elle donnera la valeur de x qui convient à la 
question^ de sorte qu'il n'y aura plus aucune discussion 
à faire. On aura ainsi 



^ = [«'-_(,-m)X/]-'-, 
et par suite , en exprimant que pour f = o on a j: = o, 

1 "~ IN 

_^ [a'-« _ ( I — w) kt] a-"" 



(2 — m)k (2 — ni)k 

Le point où s'arrêtera le mobile correspondant à 

o,^ — * 

a*""* = r I — ni)kt aura pour abscisse -, r-r. Il était 

^ ^ * (2 — m)k 

d'ailleurs bien facile de reconnaître à priori que si à une 
certaine époque la vitesse du point devenait nulle, il res- 
terait constamment dans la position où il se trouverait 
alors. En eiFet, un point placé sans vitesse dans un mi- 
lieu, résistant suivant une fonction quelconque de la 
vitesse , restera indéfiniment dans la position où on l'aura 
mis , puisque aucune force ne lui sera appliquée \ il n'aura 
aucune tendance à se mouvoir d'aucun côté, et restera 
perpétuellement en repos. 

Du mouvement d'un point libre sollicité par des forces 

quelconques. 

192. Les diverses positions du point matériel pouvant 
n'être pas comprises dans un même plan , nous les rap- 
porterons à trois axes rectangulaires. Si nous désignons 
par .r, ), z les coordonnées du point, pour une quel- 
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conque de ses positions, correspondante au temps t^ le 
mouvement sera complètement déterminé, si Ton peut 
obtenir trois équations entre x^ j^ z^ t-^ car on pourra 
connaître à un instant quelconque les valeurs de a:, j^ z 
et par suite la position du point. On en déduira facile- 
ment le lieu de toutes ses positions successives , que l'on 
nomme sa trajectoire: il suffira d'éliminer t entre les trois 
équations; il en résultera deux équations entre a:, j^ z 
qui , ayant lieu pour tous les points par lesquels passe le 
mobile , ne seront autre chose que les équations de sa tra- 
jectoire. 

Le mouvement étant déterminé , tout ce qui s'y rap- 
porte doit l'être également. Ainsi , la vitesse du point à 
chaque instant est déterminée par les trois équations 
données , ainsi que la résultante des forces qui sollicitent 
1 e point à chaque instant. Nous allons chercher les for- 
mules au moyen desquelles on peut déterminer la direc- 
t;ion et la grandeur soit de la vitesse, soit de la force, 
d*après les fonctions de t qu'expriment x^ y eX z. Elles 
jK>arront servir indifféremment à déterminer ces quan- 
't;ités d'après le mouvement, ou le mouvement d'après 
«lies. 

193. Vitesse. — Nous avons déjà donné l'expression 
^e la vitesse dans un mouvement quelconque rectiligne 
ou curviligne ; il ne reste donc plus à déterminer que sa 
«lirection , que l'on appelle aussi la direction du mouve- 
binent. Or, ce que l'on appelle direction d'une courbe en 
un de ses points , c'est celle de la tangente. Nous enten- 
drons donc par direction du mouvement ou de la vitesse 
-d'un point, celle de la tangente menée en ce point à 
sa trajectoire \ c'est la limite de la direction du mouve- 
ment rectiligne d'un point qui décrirait un polygone 
inscrit à cette courbe et qui s'en rapprocherait indéfini- 
ment. 
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Si l'on prend sur la direction de la tangente une lon- 
gueur égale à la vitesse , et que l'on construise un paral- 
lélipipède dont elle soit la diagonale et dont les arêtes 
soient parallèles aux axes , ces arêtes se nomment les com- 
posantes de la vitesse parallèles aux axes : elles sont les 
projections de cette vitesse sur les axes. En général, la 
projection de la vitesse sur une direction quelconque se 
nomme la vitesse estimée suivant cette direction. C'est la 
vitesse de la projection du point sur cette direction. 

Soit donc r la vitesse en un point quelconque de la tra- 
jectoire, ses composantes auront pour expressions 

dx dy dz 

^~r^ ^T^ *'3-' 
as ds ds 

u étant une grandeur non susceptible de signe , et ds étant 
toujours supposé positif; chacune de ces composantes sera 
positive ou négative , suivant que la projection du point 
sur l'axe correspondant se mouvra dans le sens des coor- 
données positives ou négatives. Et comme on a ^^ = --> 

dt 

les composantes de la vitesse seront respectivement repré- 
sentées en grandeur et en signe par 

dx dy dz 
dt ' dt^ dt 

Si la force appliquée au mobile cessait subitement 
d'agir, il est facile de démontrer qu'il se mouvrait suivant 
la tangente à la trajectoire. En effet, on sait qu'il se mou- 
vra uniformément et en ligne droite. Concevons trois 
axes de directions constantes , et dont le point de ren- 
contre ait précisément ce même mouvement, et rappop- 
tons-y le mouvement réel du point donné sur la courbe; 
ce mouvement relatif sera , d'après un principe général 
admis précédemment , le même qui aurait lieu par rapport 
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à des axes fixes, si on plaçait le mobile sans vitesse à leur 
point de rencontre, et qu'on lui appliquât la force même 
qui le sollicite dans son mouvement réel. Or, l'espace 
qu'il parcourrait ainsi dans un temps infiniment petit du 
premier ordre serait un infiniment petit du second , tan« 
dis que celui que parcourrait en même temps Torigine 
mobile serait du premier. Donc, si sur la direction rec- 
tiligne que suit le point après la suppression de la force, 
on prend une quantité infiniment petite du premier 
ordre, elle est à une distance infiniment petite du second 
ordre, du point sur sa trajectoire. Donc enfin cette direc- 
tion rectiligne ne peut être que la tangente à cette trajec- 
toire. 

194. Direction et intensité de la force. — Cherchons 
maintenant quelles relations il y a à chaque instant entre 
les fonctions du temps, qui expriment les coordonnées 
d'un point matériel animé d'un mouvement quelconque, 
et la grandeur et la direction de la force qui produit ce 
mouvement. 

Soient M {fig- 53) la position du point à un instant 
quelconque , j:, _y, z ses coordonnées , i^ sa vitesse, dont 

OJF ttY £Z2 

les composantes sont ^r' ^' 3" ^ ? l'intensité de la force 

qui sollicite à cet instant l'unité de masse, et par consé- 
quent mf la force qui sollicite le point dont m désigne la 
masse; soit enfin MU la direction suivant laquelle elle 
agit lorsque le point est en M , et a , 6, y les angles qu'elle 
fait avec les axes. 

Si la force cessait d'agir à cet instant, le point se mou» 
vrait avec la vitesse constante v^^ suivant la tangente à 
la ligne qu'il décrit et que l'on nomme sa trajectoire , 
et si l'on conçoit un système animé de ce même mouve- 
ment uniforme , le point y conserverait constanmient la 
même position relative. Or, d'après un principe précé- 



272 COUftS DE MÉCANIQUE. 

dcmment admis, si la force agit sur lui, toutes les cir* 
constances de son mouvement par rapport aux points de 
ce système seront les mêmes que s'il était en repos et 
que le point mobile eût une vitesse nulle en M. Dans ce 
dernier cas, il décrirait sur la direction MU de la force, 
dans un temps infiniment petit 0, un espace MN ^al 

7 et ayant pour projections sur les axes , 



3 
2 



-cosa, ^— cosç, - — COS7, 

-^ 2 2 ' 

en observant que la direction et la grandeur de la force 
peuvent être considérées comme invariables dans un in- 
tervalle de temps infiniment petit. 

Si donc on ajoute ces trois quantités respectivement aux 
valeurs acquises après le temps 9 par les coordonnées da 
point M, considéré comme appartenant au système dont 
le mouvement est uniforme, on aura pour rexpression 
des coordonnées du point dans son mouvement réel , après 
l'intervalle de temps 5, 

^ -H-;- ô -h — cosa, j-h-i-0-r- -^cose, 
at 2. fit 2, 

dz ©ô' 

z-h— 0-1- i— COS7, 
dt 2 ' 

en observant toutefois que les troisièmes termes sont en 
erreur de quantités infiniment petites par rapport à eux- 
mêmes, provenant des variations infiniment petites qui 
ont pu s'opérer pendant T intervalle 9 dans les quantités 
9, a, g, 7. 

Mais si l'on considère que dans le mouvement absolu 
du point , ses coordonnées sont des fonctions continues du 
temps, dont les dérivées sont, en général, continues, 
leurs valeurs seront, après l'intervalle ô, en négligeant 



M>tites par rapport à S\ 

// ?. dt dt- ?. 



•x précédentes donne, 



, -rvCOSV, 



I \ . I 



. n >, puisque les termes né- 
:iiiMiiM>iiL petits après la division 

■i-itiiniiî disparaissent à la limite. 

! ;:> \v inoiivcment le plus général d^un point 
:'l)nî. on a . eu désignant par X, Y, Z lescom- 
l<\s lie la force appliquée à l'unité de masse, 

dr--^' d?-^' dF ' 

suite 



d^x dy d^z 

lïF ^ dp dp 
cosa = 9 cosÇ = . COS7 =r • 

? 7 ? 

Y, Z désignaient les forces appliquées à la masse m , 
pait évidenmient 

d^x ^ dW ^^ dH „ 

L Si les valeurs de jc, j^, z sont données en fonction 
on connaîtra, par de simples différentîations, les 
usantes de la vitesse à chaque instant, cpii sont 
^ année, ' iS 
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, — » — , tt par smtf U direclîon et la arandcnr de la 
dt de '^ " 

r vitesse. On connaitra de même les composantes de la force 

I , , . '''-r •'■y '''- ■ 1 . 1 

Laccf^leratnce qui sont -— > -7^, ' 7-i ' et qui dt'tei-mineutla 

^tîon cl la grandeur de celle force. 

Si, au contraire, on donne les composantes de ]a foitf 
accélératrice en fonction de x,_j', z ., i, il s'agira d'intégrer 
les équations (i) j et les six constantes arbitraires serool 
déterminées par les six équations que l'on obtiendra wi 
exprimant qu'à une époque donnée , par exemple au com- 
raeneement du mouvement, les coordonnées du point fl 
les composantes de sa vitesse ont des valeurs données. 
Lorsque la composante X ne dépend que dex et (, Y à<:y 
et t. Zde 3 et (, on peut traiter séparément chacune èr 
ces équations. Les projections du point sur les axes ont le 
même mouvement que des points matériels distincts qui 
auraient même masse que le premier et seraient solliciléj 
respectivement par les composantes de la force accéléra- 
trice qui agit sur le point donné, et la question sera ré- 
duite au mouvement rccti ligne. Dans tous les autres cas, 
quoique l'accélération du mouvement des projections soil 
toujours la même que celle de points ayant même masse 
que le point donné et se mouvant sur chaque axe sous 
l'influence de forces égales aux composantes de la force 
donnée , on ne peut plus considérer séparément les mou- 
vements de ces trois points, parce que la force qui agîl 
sur chacun d'eux dépend du mouvement des autres. Si 
l'on peut intégrer ces équations simultanées, on aura les 
équations de la trajectoire en éliminant entre elles la va- 
riable t. 

196. Fo/mules du mouvement relatif. — Dans ce qui 
précède , nous avons rapporté le mouvement du point M s 
trois axes fixes. Considérons-le maintenant par rapporta 
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rois axes mobiles, parallèles aux premiers et se coupant 
in un point O (fig» 54), dont les coordonnées variables 
ioient représentées par a , b^c.Si nous posons 

Vjy\ z' sont les quantités qui déterminent le mouvement 
relatif du point M. Les équations (2) donnent 

djc^ dx da dy' dy dh dz' dz de 

^^ dT^dt'^'dt' dT'^'di'^Tt' 'dt~~'de'^~di' 

ce qui montre que les composantes de la vitesse relative 
du point M sont respectivement égales aux composantes 
de sa vitesse absolue, diminuées de celles de la vitesse 
absolue du point O. DifTérentiant les équations (3) et ayant 
égard aux équations (i), on obtient, en remplaçant 

'^'l^'dP^^^ ^^^^^ valeurs X, Y, Z, 

w dt' -^ dr' dr~~ dr' dr'^ dt^' 

Si a^ i, c sont des fonctions connues de f ; X, Y, Z étant 
d'ailleurs des fonctions données de j:, j^, ^, f , et par con- 
séquent des fonctions connues de 3d^y\ z\ t^ on pourra 
intégrer les équations (4)- Les six constantes qui s'intro- 
duiront par ce calcul se détermineront par les valeurs ini- 
tiales de x\y\ z\ —'i -t '>—r 'i lesquelles seront données 

au moyen des équations (2) et (3), puisque l'on y connaîtra 
les valeurs initiales des coordonnées et des composantes de 
la vitesse absolue de chacun des deux points. 

Les valeurs de x\ y\ z seront donc les mêmes que se- 
raient les coordonnées absolues d'un point qui serait solli- 
cité par une force absolue ayant pour composantes les 
expressions (4)5 et pour vitesse et position initiales, la 

18. 
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vitesse relative et la position relative initiales. Le mou- 
vement relatif est donc identique au mouvement absolu 
dont les données seraient celles que nous venons d'indi- 
quer, et par conséquent toutes les propriétés du mouve- 
ment absolu subsisteront pour le mouvement relatif. 

Si , au lieu de donner les coordonnées û , &, c en fonction 
de î, on donnait seulement les composantes A , B, Cde la 
force accélératrice qui sollicite le point matériel 0, on 
aurait 

(^) «F=^' 7/F=»' ^«=<^' 

et, au lieu des équations (4) , on aurait les suivantes : 

d'^jj' dW d'^%' 

(6) ^=X-A, "^=Y-B. ^=Z-C. 

qui montrent que l'accélération relative de M , parallèle- 
ment aux trois axes, est égale respectivement aux compo- 
santes de la force accélératrice qui le sollicite, diminuées 
de celles de la force accélératrice qui sollicite le point 0; 
ce qui donne les composantes de ce que nous appellerons 
la force relatis^e, et que Ton obtiendrait en composant 
la force appliquée au point M et une force égale , paral- 
lèle et contraire à celle qui est appliquée au point O. Elles 
font voir, en outre , que si l'on appliquait à chaque instant 
aux deux points des forces accélératrices égales , le mou- 
vement par rapport aux axes mobiles ne serait pas 
altéré , parce que les termes qu'elles introduiraient dans 
les seconds membres des équations (6) se détruiraient. 

Les équations (5) et (6) peuvent être considérées, en 
ayant égard aux équations (2) , comme ne renfermant que 
les six quantités a, è, c, oc\j\ z' et t*^ on peut donc en 
déduire x', y', z' en fonction de t. Les constantes se dé- 
termineront au moyen des valeurs initiales de a, i, c. 
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x\ y\ z' et de leurs dérivées par rapport à t. On connaîtra 
ainsi le mouvement relatif du point M , et tous les théo- 
rèmes sur le mouvement absolu s'y appliqueront. Si les 
seconds membres des équations (6) ne dépendaient que de 
x\y\ z\ ces équations feraient connaître ces trois quan- 
tités, et par suite le mouvement relatif. Nous verrons 
plus tard un exemple remarquable de ce cas particulier. 

On peut encore arriver par une autre voie aux propo- 
sitions précédentes. 

Remarquons d abord que nous ne changerons rien au 
mouvement relatif des deux points en leur imprimant des 
vitesses égales et parallèles qui se composeront avec celles 
dont ils sont déjà animés, pourvu que toutes les forces 
agissent ensuite sur l'un et l'autre de la même manière 
qu'elles l'auraient fait si Ton n'avait pas communiqué ce 
mouvement commun. Or, si nous imprimons au système 
une vitesse égale, parallèle, et contraire à la vitesse ini- 
tiale du point O, celui-ci sera immobile, et le point M 
aura pour vitesse initiale la résultante de la sienne propre 
et de celle du point O, prise en sens contraire. 

Si maintenant nous appliquons à chaque instant aux 
deux points des forces accélératrices égales et parallèles , 
elles leur communiqueront, dans un même temps infini- 
ment petit, des vitesses égales et parallèles qui n'altére- 
ront en. rien leur mouvement relatif. Or, si nous appli- 
quons ainsi des forces égales et contraires à celle qui 
sollicite à chaque instant le point O , ce dernier restera 
constanmient immobile; et le point M sera sollicité par la 
résultante de la force accélératrice qui y est directement 
appliquée et d'une force égale, parallèle et contraire à 
celle qui est appliquée à l'autre. Ses composantes paral- 
lèles aux axes seront, d'après les notations déjà adoptées, 

X — A, Y — B, Z~C, 
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Le mouvement relatif n'a pas été altéré par ces change- 
ments dans le mouvement absolu du point M, et ce der- 
nier est devenu le mouvement relatif, puisque le point 
est devenu fixe. Désignons par x', y\ -z' les coordonnées 
de M par rapport à trois axes fixes passant en O , on aura, 
d'après les formules du mouvement absolu, 

d^x* rf'r' €Vz' 

dO ' dO ' dt^ ' 

et comme x\j\ z sont identiques avec les coordonnées 
de M par rapport à trois axes passant par le point mobile 
O et transportés avec lui , il s'ensuit que les équations que 
nous venons de trouver subsistent en considérant x\y\ z 
comme les coordonnées relatives de M , et Ton retombe 
ainsi sur tous les résultats qui avaient été obtenus par les 
premières considérations. 

Principe des aires. 

197. Lorsqu'un point matériel est sollicité par uue 
force dont la direction passe par un point fixe , pris pour 
origine des coordonnées , les cosinus des angles formés par 
la direction de cette force avec les axes doivent être pro- 
portionnels aux coordonnées x^j^ z du point, et comme 
., . . , d'^x dy 
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^lupuruuuucia ciux. uuiu 


LpUdclU 


'-'''' dt'\lr' 


d'^z 

-r- de la force accélératrice , on aura 

dt' ' 






(I) 


d^x d'^y d'z 
dt^ dt^ dt- 

X Y z 






d'où l'on tire 








d'z d'y 
' dt' dt- 


d'x d'z 
' dt' dt' ' 


■^ '7 

dt' 


d-x 

— Y = 0, 

-^ dr 
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et, en intégrant par rapport à ï, 

. . dz dy ' dx dz _,, dy dx ^„ 

^ ^ '' dt dt dt dt dt '' dt 

Si Ton multiplie la première de ces équations par ar, la se- 
conde par j^, la troisième par z^ et qu'on les ajoute, on 
trouvera l'équation suivante entre les coordonnées du 
point à un instant quelconque : 

Gr 4- C'j 4- ÇI'z = G. 

Le point ne sort donc pas d'un plan passant par l'origine , 
comme on pouvait le reconnaître à priori. 

Pour interpréter les équations (2) , soient r la projec- 
tion du rayon vecteur mené de l'origine au point mo- 
bile , sur le plan XY, et l'angle qu'elle forme avec l'axe 
des X. Nous supposerons que les angles croissent de l'axe 
des X positifs vers l'axe des^ positifs, de sorte qu'en se 
plaçant dans l'axe des z positifs, on voit s'exécuter de 
gauche à droite le mouvement du rayon qui décrirait les 
angles croissants. Nous regarderons les aires décrites par 
un rayon vecteur comme croissant dans ce même sens ; et 
il en sera de même pour chacun des autres axes , relative- 
ment aux deux autres plans. 

Cela posé , on aura l'équation générale 

e/9 dy dx 

tang0=-^, d'où -= ; r 

. X cos' x^ 

et par conséquent 

dy dx d^ d\" 

x-T y —- = r' — = 2-3-5 

dt dt dt dt 

en désignant par X'' l'aire décrite par la projection /' du 
rayon vecteur du mobile. 
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Si Ton désigne de même par W et X les aires décrites par 
les projections de ce rayon vecteur sur les plans ZX et ZY, 
les équations (2) donneront 

d'où 

>=|o, >'=|cv, r=z\c't, 

en supposant que les aires commencent avec le temps t. 
Ces équations montrent que les aires décrites , à partir 
de cet instant, par les projections du rayon vecteur du 
mobile, croissent proportionnellement au temps. Et 
conune le mouvement du point s'effectue dans un plan , il 
s'ensuit que les aires décrites par le rayon vecteur du 
mobile dans ce plan sont aussi proportionnelles au temp. 
La valeur de ces aires peut s'exprimer facilement en obser- 
vant que toute aire plane est égale à la racine carrée de la 
somme des carrés de ses projections sur trois plans rec- 
tangulaires. On aura donc pour l'expression de ces aires 



j/V'C'-4-C''-+-C"^ 



Réciproquement, si les aires décrites par les projections 
du rayon vecteur sont proportionnelles au temps , la direc- 
tion , la force qui sollicite le mobile passe constamment 
par Torigine. Car alors les équations (3) auront lieu, et 
par suite les équations (2) qui , dilférentiées , donneront 
les équations (i); or, ces équations expriment que les 
cosinus des angles que fait avec les axes la direction de 
la force, et ceux qui se rapportent à la droite menée de 
l'origine au point (j:,j , z) sont proportionnels, et que, 
par conséquent , ces deux droites se confondent. 

C'est dans ces deux propositions réciproques que con- 
siste le pn'ucipe des aires pour un point matériel. 

198. Si le point était sollicité par des forces dirigées vers 
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deux centres fixes, les équations (i) ne seraient plus satis- 
faites; mais la première aurait encore lieu en prenant 
pour axe des z la droite qui passe par les deux centres. 
En effet, la résultante des forces auxquelles le point est 
soumis , coupant constanunent Taxe des z , ses compo- 
santes parallèles aux axes des x et des y sont proportion- 
tionnelles à ces deux coordonnées; d'où résulte l'équa- 
tion 

et par conséquent le principe des aires a lieu , dans ce cas . 
pour tout plan perpendiculaire à la droite qui passe par 
les deux centres , Torigine étant prise sur cette droite. 

Il est évident qu'il en s^ait de même si , au lieu de 
deux centres, on en avait un nombre quelconque situé 
sur une même droite. 

199. Pnncipe des aires dans le mouvement relatif. — 
Nous avons supposé , dans ce qui précède , que le centre 
d'action était un point fixe , et que Ton considérait le mou- 
vement absolu. Considérons maintenant le cas où la force 
à laquelle est dû le mouvement relatif, passe constam- 
ment par le point auquel ce mouvement est rapporté. 
Soient a , 6 , y les coordonnées de ce point O ; .r, y, z 
celles du point M dont on considère le mouvement par 
rapport à des axes parallèles aux x et^ et passant toujours 
par le point O ; A , B , C les composantes de la force accé- 
latrice qui agit sur O , et X , Y, Z les composantes de celle 
qui agît sur M. Posons 

On aura par hypothèse 

X —A : Y — B : Z — C \\x'\ y ' : z\ 



Ou conclut de là que les aires décrites par les projections 
du rayou vecteur OM sur les plaos des x',j', s' sont pro- 
portiouD elles au temps; que le lieu des positions de M, 
relativement aux axes des 3/, y\ z\ est dans un plan pas- 
sant par O, et que l'aire décrite dans ce plan par le rayon 
vecteur OM est proportionnelle au temps. Et réciproque- 
ment, si ces conditions ont lieu, la force accélératrice 
relative passe constamment par le point O. Les calculs qui 
conduisent à ces propositions sont identiques à ceux que 
nous venons de faire relativement à des axes fixes. 

Principe des forces vives. 

200. Si l'on désigne par X , Y, Z les composantes de la 
force motrice qui sollicite un point matériel dont la masse 
est m, les équations générales de sou mouvement seront 



(//' 



dt' 



< et la troisième par 



Si l'on ajoute ces équations , après avoir multiplié la pre- 

mièrc par 2 — ^ la seconde par a — - 

rfe ., . 
2 -7 > " vient 



'./( df 



dt c 



^dx 



dz d'i^. 
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et en observant que réqualion 






y- (s: 



2 
«2 



donne 



dx d'^x dy d\y dz dH d,tf^ 

^dF'dF'^'^dëdP'^'^didP'''^' 



on aura 



(1) "^-^^^y 



X — h Y — + Z — 

€lt^ dt^ dt 



Or, il peut arriver que X, Y, Z ne dépendent que de 
X, y^ z seulement , et qu'elles soient les dérivées par- 
tielles d'une même fonction F(a:, 7, z). Dans ce cas, on 
aura 

^^ _^^dy ^rjd^ _dY{x, y^ z) 
dt dt dt dt 

et l'équation précédente , intégrée entre deux limites quel- 
conques, donnera 

(2) mv "^ — w^* = 2F (jF, 7, z) — iY[a^hyC)y 

a^b^ c^k désignant les coordonnées du point et sa vitesse 
à la première limite. 

On appelleybrce vii^e d'un point le produit de sa masse 
par le carré de sa vitesse. On voit donc que , dans le cas où 
Xdx •+• Ydy -f- Zdz est la différentielle d'une certaine 
fonction de x^j^ z considérées comme variables indépen- 
dantes , si un point matériel est soumis à l'action de forces 
dont les composantes totales parallèles aux axes soient 
X, Y, Z, l'accroissement de force vive qu'il acquerra en 
passant d'un point à un autre quelconque pourra s'expri- 
mer au moyen des coordonnées de ces deux points, quelles 
que soient la direction et la grandeur de sa vitesse au pre- 



284 COURS UE MÉCANIQUE. 

mier point , quelque temps qu'il mette pour parvenir au 
second, et quelque ligne qu'il décrive entre les deux. 
Cette propriété, exprimée par l'équation (2), constitue 
ce que l'on appelle ordinairement le pnncipe des forces 
"vwes. 

On peut dire plus généralement, d'après l'équation (2), 
que si le mobile part d'un point quelconque de la surface 
dont l'équation serait F(x, y, z) = C avec une vitesse 
connue k dans une direction arbitraire \ lorsqu'il arri- 
vera en un point de la surface ayant pour équation 
F(a:, j^ z) = C, sa vitesse i* peut être déterminée de 
grandeur d'après ces seules données , et indépendamment 
du temps employé , de la ligne décrite , et du nombre de 
fois que ce point traverse successivement la seconde sur- 
face. 

L'équation générale de ces surfaces remarquables étant 
F(jr, j^, z) = C, C désignant une constante arbitraire, 
elles auront la même équation différentielle 

Cette équation exprime que les deux directions dont les 
angles avec les axes ont des cosinus proportionnels respec- 
tivement à X , Y, Z, et fixj dy^ dz , sont perpendiculaires 
Tune sur l'autre. D'où Ton conclut que la force dont les 
composantes sont X , Y, Z , est normale à celle de ces sur- 
faces qui passe par le point que l'on considère. 

Ainsi les surfaces qui jouissent de la propriété que nous 
avons démontrée, sont perpendiculaires à la force qui 
solliciterait le mobile placé en un quelconque de leurs 
points^ de sorte que si elles étaient résistantes, ce mobile 
serait en équilibre, en quelque point de ces surfaces quil 
fut posé. 

On leur donne le nom de surfaces de niveau. 

Si la fonction F(rj r-, ^) ne peut se réduire à j pour 
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des valeurs réelles et finies de x^ y^ z^ deux surfaces de 
niveau ne pourront évidemment avoir aucun point com- 
mun. Dans le cas contraire , comme on peut le voir dans 
un Mémoire de M. Bertrand, le point matériel n'aura pas 
toujours la même vitesse en revenant à une même surface 
de niveau; il faudra pour cela qu'il ait traversé un nombre 
pair de fois chacune des surfaces de niveau par lesquelles 
il passera avant de revenir sur celle d'où il était parti. 

201. Si la résultante des forces qui sollicitent le point 
était constamment normale à la ligne qu'il décrit, on au- 
rait 

la fonction F se réduirait donc à une constante, et le se- 
cond membre de l'équation (i) serait nul -, d'où il résulte 
que l'on aurait 

t^' — A^ = o. 

Ainsi , la vitesse d'un point est constante lorsque la force 
qui agit sur lui est à chaque instant normale à la direction 
de son mouvement. 

D'où il résulte qu'un point qui se meut , sans frottement, 
sur une courbe ou une surface fiJL^^ et qui n'est sollicité 
par aucune force extérieure, conserve constamment la 
même vitesse. 

202. Si , outre les forces normales à la trajectoire , il en 
existe d'autres dans des directions quelconques, les pre- 
mières disparaîtront toujours du second membre de l'équa- 
tion (i), et si les autres sont telles que leurs composantes 
totales X , Y, Z soient les dérivées partielles d'une fonc- 
tion des variables a:, j^, >^ , considérées comme indépen- 
dantes , on parviendra de même à l'équation (2). 

Ainsi, le principe des forces vives a lieu pour un 
point assujetti à se mouvoir sur une courbe ou une sur- 



ai» 

ùec fisc, et aoUiciié ai outie par dn fiiiQes telles, que 
Xgix + Yéfy + Uz mnl vne djâcrcntidle enuOe par 
ny port à x, r« '9 ce qui n'aurait pis lien s*il y xmi on 
frottenentoa la icnstanoe d'an milien; car ces Hovces ne 
sendent mAnie pas da fimctHms donné» de X, j^, X. 

903. L^eiprfwon Xdx + Ydf + Ziis est une diffî- 
rentieilceiacletoales les fins que les Corces qoi agissent 
sor le prâit sont dirigées vers des centres fixes, et que 
leurs intensités ne dépendent que de la distance du pcnnt 
à ces divers centres» 

En effet, soient a, & , c les coordonnées constantes de 
Fun qndcmiqae de ces centres, x, jr, z les coordonnées 
TariaUes du molrile, r leur distance, et R une fonction 
derquiciprimelalJKceqni agit sur le point dcmné soi* 
▼ant la droite qui le jcnnt au centre que Ton considère. 
Les composantes de cette fi>rce senmt 

RfZl5, R^ZIZ, RlHi. 

si elle est attractive : il suffirait de les changer de signe si 
]a force était répulsive; ce que Ton pourrait effectuer en 
changeant seulement R de signe. Les termes qui provien- 
dront de cette force dans Texpression lidx + Yify + Zdz 
seront donc , dans le premier cas , 

Or on a 

(« — x)^H-(6 — ^)»-h(c— zV = r% 
d'où 

{a'—jr)dr~h{lf — x)dr-\-(c — z)fiz:= — rdr, 

ce qui réduit Texpression précédente à — R//r. Elle de- 
vrait être changée en + Rrf/* dans le cas d'une force ré- 
pulsive. 
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Si l'on l'on fait le même calcul pour les forces 
R', R", etc., relatives aux autres centres fixes, on trou- 
vera 

ce qui est une différentielle exacte relativement aux va- 
riables indépendantes x^j^ Zy puisque R est une fonction 
d^r, R'der', etc. 
On aura donc 



m 



{(;»—/») =zp: / Vidr zp / K'dr' np etc. , 



/o, r'o3 etc., étant les valeurs de /•, r', etc., correspon- 
dantes à la première position. D'où l'on voit que Taccrois- 
sement de la force vive, ou du carré de la vitesse, est égal à 
la somme des accroissements qui auraient lieu si chacune 
des forces agissait seule sur le mobile , pendant qu'il passe 
de l'une des positions à Tautre. 

204. Si le point était sollicité par une force constam- 
ment perpendiculaire à un plan fixe , et dépendante uni- 
quement de la distance à ce plan , les mêmes conséquences 
auraient lieu parce que ce n'est, à proprement parler, que 
le cas particulier où l'un des centres se serait transporté à 
l'infini , dans une direction déterminée. Mais il est bon 
de faire directement le calcul qui s'y rapporte. 

L'équation d'un plan quelconque peut se mettre sous la 

forme 

xcosa -h / CCS 6 -I-ZC0S7 — /^ ^=o> 

a, 6, 7 étant les angles formés avec les axes par la direc- 
tion de la perpendiculaire abaissée de l'origine sur le plan , 
et p la longueur de cette perpendiculaire. Soit u la per- 
pendiculaire abaissée sur ce plan , du point dont les coor- 
données sont x, j^, ^ , on aura 

// = a: ces a -I- / cos6 -\- z C0S7 — p. 
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Les composantes de la force U qui agit sur ce point seront 
Ucosa, Ucosê, UC0S7, ou — Ucosa, — Ucosê, — UCOS7. 

Les termes que cette force introduira dans Texpression 
\dx + Ydy -+■ Tjdz seront , dans le premier cas , 

U [dx cos x-^-dy cos 6 -|- ^zcos 7) , ou \^du ; 

et dans le second , — \jdu : ils forment donc toujours une 
différentielle exacte d'une fonction de x^y^ Zj puisque U 
n'est fonction que de u seulement. 

Si la force était toujours dirigée vers le plan , elle chan- 
gerait de sens lorsque le point changerait de côté par rap- 
port à ce plan ^ les cosinus de a , S, y changeraient alors 
de signes, et il faudrait y avoir égard. Il faut encore ob- 
server que la valeur de u est positive quand le point n'est 
pas du même côté que l'origine, et négative quand il est 
du même côté , de sorte que les accroissements de u sont 
toujours positifs dans le même sens. 

Quand il s'agira de la pesanteur, et que les espaces par- 
courus seront très-petits par rapport au rayon de la terre, 
la force peut être considérée comme perpendiculaire à un 
plan horizontal*, mais elle est constante de grandeur et de 
direction , de quelque côté que soit situé le point par rap- 
port à ce plan. En le prenant pour plan des x et j, et 
prenant l'axe des z en sens contraire de la pesanteur, on a 

X = o, Y = o, Z= — gm. 

L'équation (i) devient 

ri .ç^ dz 

dt ^ dt 

(1 où 

«'^ — /-^ = 1g [h — z), 

en désignant par h la hauteur de z correspondante à la 
vitesse A\ Les surfaces, dont l'équation générale était 
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F (jc, j^, z) = o , sont ici des plans horizontaux , et l'on 
voit qu'un point matériel libre , ou assujetti à se mouvoir 
sur une courbe ou une surface fixe , et qui part d'un point 
quelconque d'un plan horizontal donné , avec une cer- 
taine vitesse, parviendra à un plan horizontal quelconque 
avec une vitesse qui ne dépendra nullement de la courbe 
qu'il aura suivie pour y arriver, mais seulement de la 
distance de son point de départ à ce plan. 

Mouvement d\in point sur une courbe fixe. 

205. Considérons le mouvement d'un point sur une 
courbe dont les équations sont 

Soient N la force normale inconnue produite sur Puni té de 
masse par la résistance de la courbe , et X , ^ , v les angles 
qu'elle fait avec les axes 5 le seul effet de la courbe sur le 
point ëtant de produire cette force, on peut faire abstrac- 
tion de la courbe , si l'on introduit cette force-, en la réu- 
nissant aux forces données, le point pourra donc être 
considéré comme libre 5 et les équations générales de son 
mouvement seront , en désignant par X , Y, Z les compo- 
santes de la force accélératrice, 

d^x d^Y d^z 

--- = X+Ncos^, -~ =Y-|-Ncosa, -T- = Z-hNcosv. 

dt^ dV ^' do 

La direction déterminée par les angles ^ , fJi, v étant per- 
pendiculaire à la tangente , on aura 

dx cos> -H dy cosp -H dz cosv =r o , 
et de plus 

cos'> 4- cos^fA -h cos'v = I . 

On a donc sept équations entre les huit quantités x^jr^ z, 
i" année. iQ 



2,p, V, Nfl^et il acra lonjoun possîMv d'ircprimer \rs 
tcft prcmirns en fiiDction de t. Qtunil on y sera par- 
vcDD, tout ce qui se rap^Nirtc au mouvement du poioi 
sera tiétermîné. 
Lorsque l'oa a 

Xdx-hfdr-hZài = d.f{x, /■,»), 
les M]uatkinsprecMentcs donnent 

dJcd^x + drd■^ +*&rf't , , . 
ST- =J.t('. J. '). 

€1, L-D intégraDi, 

dj^^dr'+dz' , . _ „ 



1 



La constante C se dét<!rminera parla valeur de la vitesse i' 
au point de départ. D'aiBeura les équations de la eourbt 
résolues par rapport à .r et y donneront 

L'équation précédente deviendra donc 

^ |. +[/■(■)!•+ ir, wîi = »»[/(•), /w, -i+c, 

d'où 

ijf {£) défflgnant une fonction connue de 2 ; on Urera de U 

C étant déterminé par la valeur initiale de z. On connat- 
tra doue ainsi z en fonction de f, et par suite x et y le 
seront d'après les équations de la courbe. 

Ainsi, dans le cas où Xdx + Yrfj' H- Ztiz est unedï^ 
rentielle exacte , le problème est rankené aux qaadrfttnra- 
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Composantes tangentielle et normale de la force dans 

le mouvement d'un point libre. 

206. Lorsqu'un point libre est sollicité par des forces 
quelconques , on peut , à chaque instant , décomposer leur 
résultante en deux forces dirigées, Tune suivant la tan- 
gente à la trajectoire, et Fautre dans le plan normal; 
nous allons donner l'expression de chacune de ces com- 
posantes. 

Les composantes parallèles aux axes de la force à la- 
quelle le point , dont la masse est m , est soumis dans un 
mouvement quelconque , sont 

d^x dW dH 

dt^ dt^ dt^ 

Or, si l'on désigne par i^ la vitesse du mobile à un instant 
quelconque , et par a, 6, y les angles que forme sa direc- 
tion avec les axes , on a 

dx dy ^ dz 

-— =«iCOSa, -Y-z=:PCOS5, — = PC0S7. 

dt ' dt ^ dt ' 

Différentiant ces équations par rapport à f , il vient 

d^x dv d.cosa 

m —7- = /w — cosa -h me — ; — 9 
dt dt dt 

^^y ^^ ^ rf.cosê 

m -7— z=zm-r cosb-l- mv — ; — , 
dt^ dt dt 

« 

dH dp d.cosf 

m -7— = m — COS7 + ff^*' — ; — • 
dt^ dt ' dt 

Les premiers termes des seconds membres de ces équa- 
tions sont les composantes d'une force égale à m -r- et 

dirigée suivant la tangente*, les seconds termes sont les 

ï9- 
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composanlfs d'uni; i'orce qui fail, avec les axes, des angles 
dont les cosinus sont proportionnels à r/.cos«, f/.cosc, 
d.cosy, et qui a pour valeur 



w désigiiant l'angle de contingence. Maïs le rayou de cour- 
bure est égal à —, et si on le représente par p, il en lé- 

suite 'ù = — ■ Donc la seconde composante a pour valeur 
P 

my — ou De plus, nous avous démonlré, dans les 

pdi p ^ ' 

pi'éli minai res, que la droite menée d'un point d'une courbe 
à son centre de courbure fait, avec les axes, des angles dont 
les cosinus sont proportionnels à i^.cosa, ^.cosS, d.cosy^ 
et que, déplus, ils sont de mêmes signes que ces diiTéren- 
liclles, poui'VTi qu'elles se rapportent au déplacement du 
point sur la courbe, du c6té où la tangente fait les angles 
a, S, y. Or, ce côté est celui où le mouvement a lieu, et 
les dilTérenti elles, éiaut correspondantes à dt, se rappor- 
tent à ce même sens. D'où il suit que la direction de la 
seconde composante est précisément celle de la droite^ 
menée du point de la courbe vers son centre de courbure. 
Ainsi , la force accélératrice qui sollicite un point libre 
dans im mouvement quelconque peut toujours se dé- 
composer en deux autres: l'une, suivant la tangente et 

égale à — ; l'autre, dirigée vers le centre de courbure el 

égale au carré de la vitesse divisée par le rayon de cour- 
bure. 

207. Nous aVons démontré précédemment que les forres 
perpendiculaires à la direction du mouvement d'un point 
ne produisent aucun changement dans sa vitesse, fatçe 
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que Ton a 

d.v^ = 2 ÇLdx M- Ydy -+- Zdz), 

et que dans le second membre tous les termes provenant 
de forces normales à la trajectoire se détruisent. II résulte 
de là que la seconde composante ne changera pas la vitesse, 
et que son accroissement sera produit par la première, 
comme si l'autre n'existait pas et que le mouvement de- 
vînt alors rectiligne; car les dx^ dy^ dz relatifs au même 
dt^ dans ce mouvement rectiligne , ne différeraient de ceux 
qui se rapportent au mouvement curviligne que de quan- 
tités infiniment petites par rapport à eux-mêmes. Et l'on 
reconnaît, en effet, que la composante tangentielle étant 

^ale à -7-, produirait dans ce temps dt un accroissement ds^ 

dans la vitesse du point si elle agissait seule sur lui dans 
la direction de son mouvement; ce qui est précisément l'ac- 
croissement de la vitesse du point sur la courbe. Ainsi , 
la composante tangentielle fait varier la vitesse, comme 
elle ferait dans un mouvement rectiligne; et la compo- 
sante , suivant le rayon de courbure , n'a d'autre effet que 
de courber la trajectoire, en éloignant le point de la tan- 
gente. 

Cette dernière composante est ce que l'on appelle force 
centn'pètey et la réaction égale et contraire, ou la com- 
posante normale de la force d'inertie, est nommée yb/'ce 

centrifuge^ leur valeur est * 

P 

On fait souvent de faux raisonnements relativement à 
la force centrifuge , parce qu'on ne se rappelle pas assez 
qu'elle n'est pas appliquée au point en mouvement, mais 
au corps en contact avec lui , et qui , par sa pression seule^ 
déterminerait son mouvennent. Si l'on supposait ce mou- 
vement produit autrement que par la pression d'un corps , 
la réaction ne serait plus appliquée à un point en contact 



avec celui que Ton considère. Par exemple, en considé- 
rant le monvement de la terre comme produit par Tattrao- 
tîondu soleil, la réaction de la terre est appliquée au 
soleil) sa composante normale l'est doue aussi, et on serait 
obligé de dirp que la force centrifuge produite par la terre 
est appliquée au soleil. On ferait peutrètre mieux de op- 
primer cette dénomination qui obscurcit quelquefois les 
duMiBS, et d'employer le mot réaction, qui rappelle tt>u* 
jows à quel point cette force est appliquée. 

908;. Ia méthode très-simj^e qu? uoas Tenons d'em- 
ployer pour détierminer la force centripète et la force ta|^ 
geutielle, est due k M. Coriolia. Ou peut y parrenir de 
bien des manières différentes; et comme ce point est im- 
portant dans la théorie du mouvement, nous ne croyons 
pas inutile de montrer comuuoit on peut arriver par une 
autre yoie aux résuluts précédents. 

Si l'on projette sur la tangente les trois coraposùilei 
de la force accélératrice, on aura la composante tangviH 
tielleT; sa valeur, estimée dans le sens du mouvement, 
sera 



„ d^xdx dW dr dHdz 
df" ds df" ds dt^ ds 



Or 



(s)'-(i)'-(S)'=". 

et par suite , 



d'où 



dxd^x dyd'^y dzd^z du 
dtdF^~di'dF~^didr''^*'dt^ 



dv d^x dx d'^y df d'^dz 

Jt^'dFds^dFds^dF^ds^ ' 



Ainsi , la composante tangentielle est égale à ;r) ou à ^,* 
Le carré de la composante normale N s'obtiendra en re- 
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tranchaut le carré de la première du carré de la résul- 
tante; on aura donc 



Mais, en désignant par p le rayon de courbure, on a 



P = 



7t 



Donc 



\/(f)-($)"-(s)'-@: 



Nrr — 



Déterminons maintenant le plan qui passe par la tan- 
gente et la force donnée , et contient par suite la compo- 
sante normale. 

Ces deux droites font avec les axes des angles dont les 
cosinus sont proportionnels à dx^ dy^ dz pour Tune, et 
à //*a:, <i*y, d^z pour l'autre. Les cosinus relatifs à l'axe 
de ce plan sont donc proportionnels aux trois quantités 

dyd'^z — dzd^jy dzd^x — dxd^z , dxd^y — dyd^x. 

(Voyez Préliminaires.) 

Ce plan est donc le plan osculateur de la trajectoire. 

Ainsi , le plan qui passe par la direction de la force et 
de la vitesse est toujours le plan osculateur \ la composante 
normale passe donc parle centre de courbure. Il est, de 
plus, évident qu'elle est dirigée vers ce centre; car la 
courbe , dans le voisinage de l'un quelconque de ses points, 
est toute du même côté que son centre de courbure par 
rapport au plan passant par la tangente et perpendiculaire 
au plan osculateur •, et la composante normale à ce plan , 
étant la seule force qui éloigne le point de ce plan , agit 



3g5 ' ooiTM !»■ uàRàmopm. 

AvL e6të du plaa oà le point passe. On retombe ainsi snr les 
propositions déjà obtenues, 

209. Cas oà le point n*est pas libre. -^ Si le nu>- 
bile est assujetti à se monvair sur une cdorbe fixe, les 
propositicms précédentes subsistent* toujours, pouryn 
quW introduise la résistance de la courbe parmi les fiyrœl 
SiMïâératriees, puisque alors il peut être r^rdé comme 
entièrement libre. Or, si Ton remplace les forcés données 
par deux autres, dont Tune soit tangente et Fautre nor- 
male a la trajectoire, on pourra décomposer la force pro- 
venant de la résistance de la courbe en deux autres nor* 
maies, dont Tune détruise la composante normale pro- 
venant des forces données. U ne reste donc plus que la 
force tangentielle et la seconde composante de la. résis- 
tancede la courbe ; donc^ diaprés la tliéorie précédeillèy Is 

j»*emière est eig;alè à —9 la seconde est —9 etestdirij^ 

vers le centre de courbure de la courbe donnée^ Quant 

aux pressions qu'éprouve la courbe , elles sont égales et 
opposées aux deux forces normales qu'elle produit. 

Ainsi, quelles que soient les forces appliquées au point, 
la force centripète a toujours la même expression; mais 
la pression exercée sur la courbe est la résultante de la 
force centrifuge et de la composante norn^ale des forces 
données. Quant à la force qui produit l'accéléra l,ion , elle 
est toujours la composante tangentielle des forcer don- 
nées. 

210. Enfin, si le point est assujetti à se mouvoir sur 
une surface, on pourra le considérer comme libre, en in- 
troduisant la force normale produite par cette surface. 
Donc , si Fou réduit encore toutes les, forces à deux , dont 
l'une soit tangente et Fautre normale à la trajectoire, 



V 



celle-ci sera toujours égale à — et dirigée vers le centre dç 

P 
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courbure de la trajectoire. Ainsi, la force normale pro- 
duite par la surface, et la composante Q des forces accé- 
lératrices données, perpendiculaire à la tangente à la tra- 

jectoîre , ont pour résultante la force — située dans le plan 

osculateur. Si donc on désigne par 6 l'angle de ce plan 
avec la normale à la surface, et par ^ celui de la force Q 
avec la même normale , on aura 



v^ 



— : Q :: sinni; : sinO. 

p 

Cette relation déterminera la direction du plan osculateur 
quand on connaîtra j^, p, Q, i|;. 

211. Lorsque les forces données ont une résultante, 
tangente constamment à la trajectoire , on a Q = o , et par 
suite sind = o , et le plan osculateur passe par la normale 
à la surface. Ainsi, dans ce cas général^ qui comprend 
ceux où Ton aurait un frottement sur la surface, ou la 
résistance d'un milieu, et celui où aucune force exté- 
rieure n'est appliquée au point, le plan osculateur de la 
trajectoire est constamment normal à la surface, et par 
conséquent un arc quelconque de la trajectoire est la ligne 
la plus courte que l'on puisse mener sur la surface entre 
ses deux extrémités. 

212. Cette propriété de la ligne la plus courte, d'avoir 
son plan osculateur constamment normal à la surface, 
peut se démontrer par des considérations géométriques 
très-simples. En effet, si l'on conçoit d'abord un polyèdre 
circonscrit à la surface, la ligne la plus courte que l'on 
puisse tracer entre deux points sur la surface de ce po- 
lyèdre devra être telle , que la somme de deux de ses côtés 
consécutifs soit la plus petite que l'on puisse tracer entre 
leurs extrémités sur les plans des deux faces dans les- 
quelles ils se trouvent respectivement. Ces côtés doivent 
donc faire des angles égaux avec l'arètc commune à ces 



ag8 oouis DB mÈokauffr^. 

denx fiices, et par conséquent lenrplali ecMitieiidbrft higa^ 
pendicukîre a cette arftte, aitnée dani le fiidi qui £vbe 
en deux parties égales Pangle de 'ees^-Aieeév Or, qoand le 
polyèdre tend Ters la sur&çe conrliii^, dipax faces ooDsécar 
tÎYCs tendent i faire entre elles nn angle épi i Anx 
droites , et par conséqoent la limite de la pèipendicnliiiK 
dont il s'agit est la normale i la soiftce cônilie; de pbi,* 
la limite du plan passant par deux côtés oonsécudii ds 
polygone est le plan oscnlateor dç la cowHbe limitede ce 
polygone , et qui est la plus courte entre deux points de li 
snrfiice ootttlM. Donc la ligne la plus coiirletar lÉne'M^ 
face courbe doit ayoir en chaque pouit mm plaît oaerii- 
tenr normal à la surface. 

243. La force centripète a d'a1x>|4*été ooiisidéréeiim 
le cercle , et son expression s'y détermine par des comiJI 
rations très-simples. En effSfit, si on décompose la forcé M^ 
célératriée qui agit sur le point, et qui est nécessairèBiM 
comprise dans le plan du cercle, en deux antres hn$ 
dont Fune soit tangente et l'autre normale au cercle, fe 
mouvement de la projection du point sur la normale sera 
uniquement dû à la composante normale. Or, en suppo- 
sant cette composante constante de grandeur et de direc- 
tion pendant un temps infiniment petit dt^ la théorie da 
mouvement uniformément accéléré apprend que sa valeur 
sera égale au double de Tespaceiparcouru suivant la normale 
divisée par le carré du temps. Cet espace est égal au carré 
de la corde, ou de l'arc ds dont il est la projection, divisé 
par le diamètre np ; donc la composante normale est égale 

à — ou à --• Telle est donc, dans le cercle, l'expression 

9 P ^ 
de la force centripète , ou de la force centrifuge. Elle se- 
rait pour le point dont la masse serait m. 
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214». Considérons un corps de forme invariable, et 
lent les points exercent les uns sur les autres des actions 
juelconques détruites par leur liaison mutuelle , et don- 
lons-lui un mouvement de rotation uniforme autour 
Tun axe. Ou peut considérer les liaisons du système 
îonune détruisant pour chaque point les actions mutuelles 
ja'il subissait dans Vétat primitif, jointes à la force cen- 
trifuge relative à sa masse et à son mouvement. 

En ejQfet, on peut ajouter à toutes les actions primitives 
la force centripète et la force centrifuge relatives à chaque 
point, puisque ces deux forces se détruiront. Or, la force 
centripète produirait le mouvement du point s'il était 
libre ^ il faut donc que toutes les autres soient détruites ; 
donc la résultante des actions mutuelles primitives exer- 
cées sur chaque point et de la force centrifuge considérée 
alors comme appliquée à ce point même , est détruite par 
les liaisons. 

Soient 7' la distance d'un point quelconque du corps à 
l'axe, et T le temps de la révolution entière; la vitesse 

de ce point sera -— , et la force centrifuge ^^« On voit 

qu'elle est proportionnelle à la distance à l'axe ; elle est 
donc nulle aux extrémités de l'axe , et la plus grande pos- 
sible pour le point le plus éloigné de l'axe. 

La terre est animée d'un mouvement de rotation qui, 
comme nous venons de l'expliquer, introduit parmi les, 
forces détruites par la liaison des points une force centri- 
fuge qui n'existerait pas si elle n'avait qu'un mouvement 
de translation , par lequel tous ses points décriraient, dans 
un même temps infiniment petit, des droites égales et 
parallèles. Ce mouvement de rotation s'eflFectue dans 
86 164 secondes, et l'on a par conséquent 

T== 86164. 



.* 



3oo . coiiBft Dft màaa$f]gam.: 

A rëquateur, raltracdon de. la tene «t la force centri- 
fuge étant directement opposées, la pesanteur a. nne n^ 
leur ^le i celle qu'elle aorait si .la rotation, n'avi^ p» 
lieu ) diminuée de la force çentrifoga- Sî Tcp &it abrtno- 
tion du petit cliangement de la pesanteur à la sni&ssde 
la terre, onpourra la regarder obmmejé^Je à ^àl'éqn»' 
teur, et si l'on appeUe G celle qui aurait lieu si la tem 
ne tournait pas sur elle-mènie , on aura . 

• ■ . 

Mais airr =s 40000000 \ donc on aura i peu pré» 

ou à très-peu près 

La gravité est donc diminuée environ de —-j dé sa valeur 
par la force centrifuge à l'équateur. Et comme 289 est le 
carré de 1 7 et que la force centrifuge est proportionnelle 
au carré de la vitesse ; si le mouvement de rotation était 
environ 1 7 fois plus rapide , la pesanteur serait nuDe à 
l'équateur. 

Sur un parallèle quelconque , la force centrifuge n'est 
pas directement opposée à l'attraction de la terre , mai* 
elle change très-peu la direction de cette attraction ou de la 
gravité, et la diminution de son intensité est sensiblement 
égale à la projection de la force centrifuge sur la normale 

à la sphère, ou - — ■=r^ , /'' étant le rayon du parallèle, 

et X sa latitude. Or, en supposant la terre sphérique, on 
aura 

r' = rcos>, . 



^ 






'ie UC *■-- .=■-■'-■ '- ^''-' ""''i''"' "ti"*. -•-**— r 

ait SpL:-' "-î* - *' ^"^^ ".'* *^'" 'ni^-jr--.r>. 

Yi. iriKU^nx !.»■.»■.■• <.• -• - •-' ■--- ******* ^* 
kl cru. '-inn^rr: i '-• - -' - ' '» ' - '■ • 



a- ff 




X étant l'auglt BAX. Donc 



Intégrant 



Nous n'ajoutons pas de constantes parce que, pour 1= 
on doit avoir j: ^o 61^=^0. 

Or, on aura IVqualion de la trajectoire en climinanl I 
entre ces deux équations ; on trouve ainsi ^^^ 

équation qui représente une parabole dont l'axe est pa- 
rallèle à l'axe desj' et par conséquent vertical, ei dont 
la tangente à l'origine est la direction de la vitesse ini- 
tiale. Les coordonnées A, k de son sonunet ont pour n- 
leurs 

_ a* àaa cosa , d'sio'a 



A=- 



* = - 



La directrice a pour équation 



elle est à une distance de A égale k la liauteur à laquelle 
le corps s'élèverait s'il était lancé verticalement avec It 
même vitesse a. 

Si l'on faity = o dans l'équation de la trajectoire, w 
trouve 

za'ûnacMa 
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C'est l'expression de la distance AC 5 on la nomme V am- 
plitude du jet^ elle est la plus grande possible quand 

216. Si le corps était lancé avec la même vitesse a 
dans des directions différentes , on aurait différentes para- 
boles qui auraient toutes la même directrice. Le lieu de 
leurs sommets s'obtiendrait en éliminant a entre les équa- 
t,ious qui déterminent A et A ; on trouve ainsi 

4^8 -h A» A = 0, 

g 

a} 
^équation d'une ellipse dont le petit axe est égal à — ? «dirigé 

suivant l'axe des y, et a l'une de ses extrémités à l'ori- 

gine 5 l'autre est égal à — *, il est double du premier. 

217. On aura la courbe enveloppe de toutes les para- 
boles correspondantes aux différentes valeurs de a , en éli- 
minant cet angle entre l'équation générale de ces lignes et 

sa dérivée par rapport à a, qui donne tanga = — On 

gx 

trouvera ainsi , pour Téquation de la courbe enveloppe , 

2^^ 2a^' . 

ou, en désignant par h la hauteur due à la vitesse a , 

X'' z=z^h{h'~ y). 

La courbe cherchée est donc une parabole ayant pour 
axe l'axe des^, et son sommet du côté des^ positifs à une 
distance h de l'origine. Elle coupe l'axe des x en deux 
points distants de Torigine d'une quantité égale à 2A. 

218. Si l'on veut déterminer l'inclinaison a de manière 
à ce que le mobile , partant avec une vitesse a , passe par 




IM II dont les coordonnées soient jd, y\ il fandn 

' 'j^^Mice , par rapport à a , l'équation 

One 



D y a donc deux 
l'on a 



et aucune ai 
Or, réc{uatîon 

exprime que le point 
loppe déterminée pr 
problème est imposai 

de cette courbe, comme il était facile de le prévoir; i 
aura deux solations si le point est dans l'intérieur, et dM 
seule, s'il est sur l'enveloppe. Dans ce dernier cas, il e>^ 
clair que le mobile doit être lancé de manière à décrire li 
parabole qui touche l'enveloppe en ce point , et c'est « 
que l'on reconnaît facilement d'après la valeur de UDgB 

qui se réduit à — ;■ 

219. Mouvement dans l'air, — La trajectoire du mo- 
bile dans un milieu résistant sera toujours comprise dant 
le plan vertical mené par la direction de la vitesse initiik' 
Les forces qui solliciteront le mobile à chaque ÎBiturt 
seront la pesanteur, et la résistance du milieu, qœ nov 
supposerons encore représentée par ^t et qui sera diri- 
gée suivant la tangente, en sens contraire du mouvement- 



p la pai-abolc envc , 
ent; et par conséquent le 
point donné est en dehor» 
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L.a composante horizontale de cette force sera donc tou*- 
jours dirigée dans le sens des x négatifs 5 sa composante 
-verticale sera dans le sens de la pesanteur, ou des r néga- 
tifs, quand le mobile montera^ et dans le sens contraire 
quand il descendra. 

Nous avons vu que l'accélération du mouvement de la 
projection d'im point sur une droite quelconque, était due 
à la force estimée parallèlement à cette droite. Ordinaire- 
ment on considère les projections de ce point sur des 
droites rectangulaires; mais on peut les prendre obliques 
s'il y a quelque avantage, parce que le mouvement du 
point est complètement déterminé, quand on connaît celui 
de ses projections orthogonales sur trois droites formant 
un angle solide quelconque, ou simplement sur deux 
droites si la trajectoire est plane. 

Dans la question actuelle nous supposerons, avec 
M. Coriolis, qu'à un instant quelconque la force soit 
estimée successivement suivant une parallèle à l'axe des x 
€t suivant la normale à la trajectoire. Ces deux forces ne 
seront pas les composantes de la première \ mais elles don- 
neront l'accélération dans le sens de la normale et de l'axe 
des X, et il en résultera deux équations du mouvement. 
Elles pourront remplacer celles que l'on obtiendrait en 
projetant la résultante sur les deux axes, auquel cas on 
aurait bien les deux composantes de cette force 5 mais elles 
seront beaucoup plus simples, parce que la résistance et la 
pesanteur n'entreront pas à la fois dans la même équation , 
vu que les deux directions que nous avons choisies sont 
perpendiculaires respectivement aux directions de ces 
deu:x forces. 

Si l'on désigne par p» la vitesse , et par a l'angle que fait 
sa direction avec l'axe des x, et que l'on observe que 

d'^x d.çcosa 



) 



dt' dt 

i" année. 30 



3o6 oovM SB ilicurmm. 

lei forées etrîmées panillèlemeiit i Taxe des x donneront 

réqontion 

^ ^ if.roos» g ^ 

(0 -;s- = - ^ ' "*•• 

Les forces projetées sur la. normale, dirigée dn point 
ijue l'on oonsidire rars le centre de coorbiure, le rédni- 
sent i gcosa; et la composante, dans cette direction, t 

poor expression générale — » p étant le rayon de conrlxire. 

D'ailleurs da étant négatif, on a 

on aura donc cette seconde équation 






w 


gcm.- P'^^, 


ou 


m 


(3) 


da 


ou encore 


.rffrfa 



Les équations (i) et (3) sont celles dont M. Cauchy fai- 
sait usage dans son cours. Maïs il obtenait la seconde par 
une élimination entre les équations provenant des forces 
estimées parallèlement aux deux axes. La manière dont 
nous y sommes parvenus, et qui est due à M. Coriolis, est 
plus directe et plus simple \ elle est fondée sur celte con- 
sidération , souvent utile , que l'on peut estimer les forces 
suivant des directions variables, et que l'on doit choisir 
celles qui conduisent aux calculs les plus simples. 

L'équation (i) peut se mettre sous la forme 

rf.pcosa s , s , 

= — f « y// = — f /3^ , 
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et donne en intégrant 

ss 

1. tf COSa = — 5_ _|_ C. 

Soient a et d les valeurs initiales données de (^ et et, on 
aura 

1. âcos9 = C, 
et par suite 

V cosa gs 

' acosB ^' 



ou 



^ • Lt ax 
(^COSa == acosO.^ '^=r---. 

dt 

Le valeur de p» tirée de cette équation , et reportée dans 
l'équation (2), donne 

^^' ces* a a'cos'ô 

Cette équation ne renfermant que a et s^ est celle de la 
trajectoire. Si pour l'intégrer on pose 

tanga = /?, 
elle devient 

a*cos*Ô 
d'où l'on tire 

j^, ^ 

{$) psli 4-/^^4-l.(/>-f- V^i +/'0 = ~^;^^^^** +7, 

7 étant une constante arbitraire que l'on déterminera en 
faisant s = Oy p = tango 5 ce qui donne 

7=tangev^i4-tang'Ô + l.(tange4- V'ï+^ang'e)-!-^^ — - ; 

20. 



(5) dps/i+p' = --^e''ds. 



J I ■ ■ i ' - ■ 
pIllN ■'■■ 

SIM \ .111. 

1 . I ■ I 
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•<5 



<• 



'. V . •- u rllo au moyen 



.//, 



' tura 

. L(.'\imdtion les seconds me: 
■il .luia .r et y pour chaque ^ 
■ liaiii lit* points qiie Ion voue 

• "iant Je mobile passera pa 
:,>. il faul oonnaitre t en i 

») (loJlllf 
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€)n^ en remettant la valeur de ds tirée de Téquation (4), et 
observant que {it et dx sont de signes contraires , 

gs gs 

dtz=: e " — — - = e " dp. 

g cos'a g '^ 

Donc enfin, en éliminant l'exponentielle au moyen de 
réquatîon (6) , 

(9) * = -^ "' 1- 

Ainsi le problème est ramené à intégrer par approxima- 
tion des fonctions données d'une seule variable. 

La vitesse du mobile peut s'exprimer exactement en 
fonction de^. Si Ton ajoute les valeurs de Jx* ei dj*^ 
puis qu'on les divise par celle de c?^*, on aura 



(lO) P 



7 — /'Vi 4-;?' — I. [p -h v^i -{-p^) 



Le sommet de la courbe s'obtiendra en faisant ^ = 0;- 
maîs la courbe ne sera plus symétrique par rapport à la 
verticale menée par ce point. On aura l'amplitude du jet 
en faisant X ^ o -, elle sera moindre que dans le cas pré- 
cédent , et son maximum relativement à Q correspondra à 
un angle plus petit que 45 degrés. 

220. La branche descendante de la trajectoire est indé-f 
finie et a une asymptote verticale , comme nous allons le 
démontrer. 

On peut d'abord conclure de l'équation (9) que p aug- 
mente indéfiniment. Car le dénominateur du second mem- 
bre est composé de termes positifs , puisque p est négatif^ 
il ne devient donc nul pour aucune valeur de p^ et l'inté-r 
grale ne pourrait croître indéfiniment si p était limité -, 
d'où il résulterait que le temps aurait une limite, ce qui 



3lO OOOU BK 

est dbtiiide. Âinû, la tangeatei la trajectoire tend indé* 
finiment k devenir yerticale. 

SiiiiamteDAiitonpo8ep= — ^poar expliciter le signe, 
et qu'on siqppose qae ç soit déji devena très-grand, on 

pourra remplacer ^i + 9* Jf^^ Ç^ ^ n^ligeryetLp ptr 
rapport i 9, ce qin donnera 

l^ dq , k^ dq 

g ^ /r î 

int^prant i pardr d'un point ayant pour coordonnées 

iP/i i\ à^'q 

g Vf. f/ f f . 



qi désignant la valeur de q au point dont les coordonnées 

sont Xi jjTu 

La seconde de ces équations montre que la valeur néga- 
tive de jr augmente sans limite , et que par conséquent 
le point descend indéfiniment. La première apprend que x 

a pour limite Xfi , et que par conséquent la courbe a 

pour asymptote la verticale correspondante à cette va- 
leur de X, 

Mais comme ou a négligé certains termes, cette limite 
n'est pas précisément Fabscisse de l'asymptote, et, pour 
l'avoir, il faudrait intégrer la valeur de dx jusqu'à p = co . 

Quant à la valeur finale de la vitesse, l'équation (10), 
dans laquelle rien n'a été négligé , donne k* pour limite 
du second membre , à mesure que p augmente. La vitesse 
du mobile tend donc indéfiniment vers ceUe qui rendrait 
la résistance égale à son poids, et le mouvement s'ap- 
proche de plus en plus de l'uniformité. 

221 . Examinons maintenant le cas où l'angle de pro- 
jection 9 est très-petit. Le point ne s'élève alors qu'à une 
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très-petite hauteur au-dessus de Taxe des x, et la tangente 
étant très-peu inclinée sur cet axe , on pourra négliger p', 
et l'on aura ainsi 

ds =z djc et s =z X. 
L'équation (5) se réduit à 

dx «'cos'Ô 

d'où Ton tire 

^ aa'cos'O ' 

et comme on doit avoir en même temps x =z o , p = tangd, 
il en résulte 

C = tango H ; — , 

^ 2a' ces' 

et par suite 

' dx ^ 2fl'COS'ô ^ ^ 

Intégrant et observant qu'on doit avoir à la fois x = o , 
j = o , il vient 

I . ^-^ \ f"' i"^ \ 

= x (tango H 77)— 7 — ; 7;.\c — W • 

\ ** 2rt'COS*0/ 45'^'cos'O^ ^ 



y 

L'équation 



~- = âcosO.e 
dt 



donne , en remplaçant s par x^ 



di=: -, d'où t= ;;\^ — V* 

âCOsO gacosô ^ 

Si l'on connaît des points par lesquels passe le mobile , par 



exemple iL-lui où il rciicontrG le soi , il e 
Ira constantes, (lesétiiiatious (pii pourront; 



Moitvement it'uii point malérkl pesnnl sur une courbe 
(Ion Jt ce. 

222. Soicut j-=:F(z}, J =f{^) ïes équations de la 
courbe fixe sur laquelle doit se mouvoir un poiiit matériel 
soumis à l'action de la pesanteur sculeineut. Désigaons 
par N la foi'ce normale que produit à chaque instant U 
i-ësisiancc de la courbe, rapportée à l'iuiité de masse, 
par "k, f/, V les angles que fait sa direction avec les axes; 
et supposons l'axe des z vertical et en sens coiitraïre de 
la pesanteur. Les équations du mouvement du point se- 
ront 



dt' 



>. ■%=^" 



-If, 



Si l'on multiplie la première jiar :iflT, la seconde pai 
la troisième par zdz, et qu'on les ajoute, il vient 

</.(■' ^ — igdi, d'où v' = a^s-t" C. 
Soit K la vitesse du point, correspondante à z^ki^oa 
aura 

C'est l'équation des forces vives, que nous avons déjà 
démontrée, et que nous aurions pu poser immédiatfr> 
meut. 

Si l'on remplace c* par sa valeur 

dx'-\-dy'-+- dz' 
dF' ' 



^i'+[F'W]--+[/'Mi. 
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il vient, en résolvant par rapport à ï, et supposant que le 
point descende, et que par conséquent — soit négatif, 

De cette équation on tirera t en fonction de z \ si l'on peut 
la résoudre par rapport à ^ , on aura pour chaque valeur 
de t la valeur de z , et par suite de a: et j^ : le problème 
sera donc complètement résolu. Mais lors même que Ton 
ne pourrait intégrer l'expression précédente , on connaî- 
trait la vitesse en chaque point, par suite la force centri- 
fuge, et enfin la pression exercée sur la courbe, qui est 
la résultante de la force centrifuge et de la composante 
normale de la pesanteur. 

223. Effectuons ces calculs dans le cas où la courbe 
donnée est un cercle vertical. Prenons l'axe des x dans ce 
plan et tangent au point le plus bas du cercle , il en résul- 
tera poui* les équations de cette courbe 

^ = o , ^* -h 2' — 7,az = o , 

a étant son rayon. On en tirera 



ds^ dx^-hdz^ a^ dz 



3 



df" dt^ 7.az — z^ dt'^'^ 

et l'équation 

devient 

«' ^' 1, IL 

laz-^z" dO ^ ^ ' 

d'où l'on tire 

"àzadz 
dt-^ 



sjiaz — z^ sjk^ -h igh — 



7.gZ 



É- 




3,4 

ou prendra le signe — quand le |>Dint dtrscinKlia , 
signe + quand il montera. 

Le carré de la vitesse ayant pour expression 

sera maximum pour z^=o, e'esl-à-tli re au poîiil le plus 
bas, et celle valeur sera 

La vitesse deviendra nulle quand on aura 

*■ 

/:' ■+- Igh —■>.gZ = 0, (lU 3 = A + — , 

pourvu quel'on aii 



oai" z ne peut surpasser le diamètre du cercle. Dans celtt 
hypothèse, le point parvenu à celle hauteur redescendra; 
sa vitesse deviendra nulle de l'aulre eôté pour la même 
valeur de 2 , et ce mouvement d'oscillation se continuera 
indéGniment. Si , au contraire , on a 

/( + — ">ao, 

la vitesse sera minimum au point le plus élevé du cercle, 
mais elle n'y sera pas nulle , et le mouvement aura lieu 
conslammeni dans le même sens. 
Enfin , si l'on a 



la vitesse serait nulle au point te plus élevé , et le mobile 
y resterait en équilibre, s'il pouvait y parvenir; mais 
nous allons voir que cette position est une limite vers 
laquelle il tend sans pouvoir l'atteindre jamais. Ce cas est 
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le seul où l'intégration puisse s'effectuer sous forme finie 5 
on a alors 

a dt 



dt=:± 



— — — -_ • — ■ '• I 

)/2g {ia^z)sjz 



On pourrait intégrer cette expression en la rendant ration^ 

nelle par les méthodes ordinaires \ mais on peut y parve- 

dz 
nir plus simplement en observant que — - est la diffé- 

rentîelle de v/z, et que la fraction peut être dé- 
composée de la manière suivante : 

_ji _. 1 / I 1 \ 

2^ — 2 2V^\v/2«-h v/z sJ7M — sfz) 

On aura ainsi , pour le mouvement descendant, 

dz 

islz 2i/a 

dt ' ' ■ 



=-i\/= 

2 V §• N 



d'où Ton tire 

La constante se déterminera par la condition que Ton ait 
en même temps f = o , z = /i , et il en résultera 

__ 'Al V^^^ + V^g _L. i i /f I V^2^ + v^^ 
Lorsque le mobile arrive au point le plus bas , on a 



"" 2 V ^ ' sl^ — sl7i 



y2Â — v^/* 
A partir de cet instant, — étant positif, on doit chan- 



}jg COUU ne MbCA?IIQGK- 

HT désigne U prenûèiv psrtiu de la valeur de l,< 
donne 

A nuBttre que t augmenlc, z augoicate néceKaîrement < 
mais il est tonjouK plus petit que ia; et l'on trouverait 
/ ^ as xi l'on faisait z = ia. Le nutlMle aarrive ia^ 
jamais au point le plus élevé du cercle, mais il s'en ap' 
proche indéfini meut. 

Sâl. Coitsidérons mai menant le cas où le niobi^^ 
oM-illc de part el d'autre du point le [dus bas dn ccrd^ 
Nous pouvons supposer ttulle la vitesse iaîdalc: car C4r* 
revient à prmdre ponr point de départ on point pi* 
Acre do ccrde. On aura alor^ , pendant qoe le mt^E J 
descend, 

« «b 1^ fâ ds l i\ 

"" v^v*«— «V*^^ ~ ~ » V f i^^V ~ '«,' 

i-l comme — est pins petit que l'anité, on peut développes 
le deraio' factenr de la maniire suivante : 

('-=) '='+ï(i)+î;|(î;)'+- 

^ ■■3.5 (^-) (J.NV^. 
2.4.6... vt \m/ 

Or, on a, d après une formule donnée dans le caica 
ot i>«r conséqueni on pourra intégrer, entxe des limites 



qaelcooqiMs . iinUJKi At tunws qac Foo Tondra de la série 
qui expruK It ^iSfcar dr ds. 

Bomoiu-Qicc» a calonler le tcmp» qne met le mobile à 
arriTer an p:>ûit k pin» ba». et qui est le même qae celui 
qQ il mettrait à remonter â la hauteur A où se termine 
l'oscillation . poiiqne oes înterraDes sont exprimés par la 
nième intégrale prise entre les mêmes limites o et A. 

La formule de réduction qne nous Tenons de rappeler 
devient 

Ou, si Ton désigne généralement I —==r par A, , 

A.= ^A^,. 

Cette formule conduit à la suivante, en observant que 

1.3.5 (2* — i) 

2 4-^ 2yi 

Cela posé, pour la demi-osciDation descendante, les 
limites des intégrales sont dans l'ordre inverse de celui 
que nous venons de prendre ; il faudra donc changer le 
signe du second membre , si Ton veut faire usage de la 
formule que nous venons de trouver pour les intégrales 
qui composent la valeur de t. Si donc on désigne par T 
la durée de foscillation entière, on aura d'abord 

\ 2.4 2/1 \2fl/ 



I Cette série sera tres-con verge nie si — csi irès-petit, et 
l'on calculera facilement l'erreur commise en s' arrêtant à 
uo terme quelcouquc. Si l'angle au ceutrc ast, qui mesure 
l'amplitude des oscillations , ne se compose que d'un petîl 

I nombre de degrés , on peut le plus ordinaireraeul se bor- 
ner au premier terme , et l'on a 



"N/i^ 



cette durée est indépendante de la hauteur h. Si l'on 
prend les deux premiers, la durée dépendra de k, cl l'on 



Vî(' 



Le rapport - étant le sinus-verse de l'angle a, oaa 



Ainsi, cène dernière valeur de T n'est en erreur que 
d'une quantité du quatrième ordre par rapport à l'angle et } 
la précédente était en erreur d'une quantité du second 
ordre, 

2^. Le moyen que l'on emploie pour réaliser ce moU' 
vement consiste à suspendre tm poids à un 61 très-délié 
et d'ime longueur invariable, dont uneextrénûté est fixe. 
Si ce fil inextensible était dépourvu de toute maiee et que 
)e mobile fût réduit à un seul point , on aurait ce que l'on 
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appelle un pendule simple. Mais il esl beaucoup plus 
avantageux d'employer un appareil solide au lieu d'un fil, 
et le mouvement de ce pendule composé ne peut plus 
être calculé par la théorie précédente. Dans ce dernier 
cas, on appelle longueur du pendule ^ celle du pendule 
simple qui aurait ses oscillations de même durée. 

Au moyen d'une formule que nous démontrerons plus 
tard , on peut déterminer cette longueur d'après la forme 
du corps oscillant , et la durée de l'oscillation sera donnée 
par la formule 



='^\/"i' 



ians laquelle a représente la longueur connue de ce pen- 
lule. Si l'on désigne par n le nombre des oscillations qui 
auront lieu dans un temps , on aura 

Bz^nl, d'où 0=:/iTry/-, et g—--^, 

équation qui fera connaître la valeur de la pesanteur. 
Cest ainsi que, d'après les expériences faites à l'Observa- 
toire de Paris, on a trouvé 

g r= 9,80896. 

En faisant des expériences semblables en différents lieux 
de la terre , on déterminera la loi suivant laquelle varie la 
pesanteur. 

226. Qn peut encore déterminer le mouvement du pen- 
dule au moyen de la formule qui donne l'expression de la 
force tangentielle. Soient OB {fig* 56) le rayon vertical du 
cercle sur lequel se meut le point pesant, A la position 
d'où il part avec la vitesse A, et M sa position après le 
temps t. Faisons 

0B = /, BOA = a, BOM=:0, AM = *. 
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I^a com laiite tangetiticlle de la force accélératrice est 

exprimé jciiéralemcnl par — en grandeur et en signe ^ 

le signe + se rapportant au cas où elle est dirigée du c6l^ 
où s croît , et le signe — au sens contraire. Si l'on consi- 
dère 9 comme négatif quand le rayon OM passe de l'autre? 
côté de la verticale, on aura généralement 

La composante tangentielle de la pesanteur étant d'ail- 
leurs g siaO, on trouvera , en l'égalant à l'espression pré- 
cédente, 

3— = — ^sme, 
rfl' l ' 

d'où , en multipliant par arf9 et intégrant, 

(s)'=7"" + <=- 

La constante C se déterminera par la condition <jue l'oa 
ail en même temps 9 = a, — Ij-^fs^ce qui donne 

et par suite, 

U) = F +T ("••-"■")■ 

On tirera de là que dO est de signe contraire à dt tant que 
le mouvement reste dans le même sens 



s/i' ■+■ Hgl [cos9 — cOia) 
On rentrerait dans le calcul précédent eu exprimant S 
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aa moyen de l'ordonnée du cercle comptée à partir du 

point B. 

Si Ton suppose que les angles a et 9 soient assez petits 
pour qu'on puisse négliger leurs quatrièmes puissances 
et que, de plus, la vitesse initiale soit nulle, la formule 
pi*^cédente se simplifie beaucoup et devient 

d'où 



-\/l 



• arc cos- • 
a 



* H y a pas de constante à ajouter, parce que Ton doit 
^Voir à lafois f = o, = a. 

La vitesse devient nulle lorsque = — a. Il en résulte 

T^elle est la durée de l'oscillation. Le mouvement recom- 
mence ensuite en sens contraire d'une manière identique, 
le point revient en A avec une vitesse nulle, après le 

même intervalle de temps ^ 1/ - 5 il se trouve alors dans 

les mêmes circonstances qu'au commencement, et cette 
double oscillation se reproduit indéfiniment, si l'on fait 
abstraction de toutes les résistances extérieures. 

227. Dans tout ce qui précède, nous avons pu faire 
abstraction de la résistance de l'air. Cette action modifie 
très-peu les résultats et n'exige que de très-petites cor- 
rections dans les formules. Nous n'entrerons ici dans 
aucun détail sur ce sujet, et nous nous contenterons de 
înontrer comment une résistance quelconque modifierait 
les équations générales du mouvement d'un point sur 
une courbe. 

I ^^ année, a i 



1 

3»9 


COITM I 


K utcikStQva. 
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Soi! !•'('') un" fonction 
ilii mobile, iiiii exprime 
iiiiliou OH un frottement 


doniM^ quelconque Je ia ïitesw 
la ri'sistanec produite pai' un 
Les ('quations du mouTomeiir 


lia poin 


nulérielpeuDl s 


Erront 
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x^=» 
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^=« 


ils 
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.l'...'i ■'.. 


1 tiir 




^^H 




rf..' = - 


ig,u-trM,ù. 


^H 


Or, «6 1 


noyfin tlvs ikjaations de la courbe on pei 


t expri- 



= je(4-.)- 



"f"' 



mer lii au moyen de Jt cl '/s ; i" s'expiimera de même en 
rouctîmi do S , 'Is et itt : de sorte que l'on aura une ^na- 
tion dillïrontirUe enu-e tel t seulement. Si on peut l'in- 
K'grtT, an connaîtra s, x,jr en fonction de /, et le mou- 
ti'meiit sera l'ompUHemc-nt déierniine. 

t.V<{uation praeedeute donne, en J'inlegranI, 



■)*i 



d'où l'on ' 



1 voit que l'intégrale a / F(c) ds exprime la 

pi'ftr épi-ouv^ dans le carré de la vitesse par U r&istance 
trpi-éseiitéo par F(i'). 

228. Afouiiement sia- la cycloïde. — Si I'oq prend 
pour a\e dos x ta tangente au sommet, et pour axe des 
z la \>iMi«>ndiculaii-e à la base, l'équation diÔ^rentiellede 
UiyloldiTsl 



?t*iii* £.: 1. 11 .. • ...... 

^vrd:- ,. 1 • ■■ . . . — i -. . .,t.,.- 

^ ^T** • • I ■ ■ 

l'.'-.'i! -»L: .'.V ':i.. T ' ■ 

^i: 'jxi.ii IL. -^iz-: — :■:_. --.■ -■ . -r. . 

^"ouri- . ■-*. L.- ' -..: - ■ - 

J txraaLifi: ■.- . --::- - - - - 



meni' ^ oi^u -■ -_■.:::.. * : 



lioriz 



iiiOnib.. u: 1».::. z:;:. :• ■ . ■•%•<. . m 



i'^\ Il 



soi: cji OL av"»e- r:- ■ "v. t...- <. .: ,-. . -.. .-..-.n,-.. 
tout amr* "rhiiz^^ r^az. -=.'- .-*'■'■'! -v. ^ --*i *. i.>v 

de r . *r: iiou- ii\ '■''»iiï;?.n;r.""'"n> on. • "^ .- \»» «N * ^^-i- 
'vent donu*?T i>oii: ui. a:'> {'ionT^i-^w.^iv i^ww'--. v.\. 
It» puissaii'.vr Qt z CoTîïmt ot. «i^^». :>,>> . î. «^-^ 
et 5= o. L u* sLurii.: ^ .'.\oi: . iXiv^vrî»*! • ,»o. .« 

terme iDQCTKaidiiij; dt r Nv; 4nM>* 
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Ainsi , de quelque point que le mobile parte , il a 
an point le plus bas de la cycloïde dans le mème'^ 
c'est ce qui a fait donner à cette courbe le nom d* 
chrone. Si l'on int^re la valeur de dt à parljf 
le plus bas, dans un sens où dans Tautre ,~efF^ ' 
éléments égaux ^ ce qui montre qu'à des inli 
temps égaux , à partir de cet instant , la poiriRU^i " ^ ** 
correspond à des valeurs égales de z. H ren 
à la hauteur A, où sa vitesse sera nulle, dâiîSli^ - ^ " 
qu'il a mis à descendre; et la durée de l^P^ 

/a fLa ■— 3 

i*sae^ seront 
Or, 4^ est le rayon de courbure de la c^ 
le plus bas. La durée de l'oscillation snr V^ 
que soit son amplitude, est donc la yi!l ' g# » 
sur le cercle osculateur au point le ji 
des amplitudes infiniment petites. * "li^ 
229. Si maintenant on considènH — »' 

conque dont le plan osculateur au 

t 1 ^ , . , , V "--i wsant 

vertical , on pourra la considérer d : 

ment petite de part et d'autre de t t -'rfs/ 

fondant avec le cercle osculateur, i^ illz' *' ^ 



tion sur cette courbe sera Tri/'-Vi'*'» 

cercle , et l'amplitude étant supfMpendant de h et 

Si le plan osculateur faisait avcMi'S disparaissent < 

la pesanteur pourrait se déconi]>ci{ra zéro. Donc L 

normale au plan et détruite par^^ue, et l'exposant 

le plan et parallèle à la projeeti 

|)lan . Cette dernière sera ésale i. . 

■•:— A'3. 

la (lurén fie roscillatioii sera . . ,, , ,^_ . ^ 

.■ ne convient qu 

mènic f(ur sur unr eourbe don «h» ur origine , et 1; 

. lK>inl, pour axe 
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dont le rayon de courbure serait > ou aurait pour pro- 

J cosa ^ ^ 

jection sur le plan de la courbe donnée , celui de cette 
courbe même. Elle sera donc enfin la même que sur la 
courbe située dans un plan vertical passant par la tan- 
gente au point le plus bas de la courbe donnée , et qui 
serait la projection de cette courbe sur ce plan vertical. 

230. Cherchons maintenant si la cycloïde est la seule 
courbe tautochrone, quand on fait abstraction de toute 
résistance. 

Prenons pour origine le point où le mobile doit parve- 
nir dans un temps constant, quel que soit le point de la 
courbe d'où il parte sans vitesse. Nous considérerons 
l'équation de la courbe entre s elz seulemeut^ car l'équa- 
tion 

C^' = 2^(// — 2), ou -^--=:2^(A~Z), 

ne renfermant que 5, >z et ;f , il s'ensuit que, pourvu qu'on 
ait la même relation entre ^ et ^ , on en tirera toujours la 
même valeur de t en fonction de ^. De sorte que, si l'on 
conçoit le cylindre qui projette une courbe sur un plan 
horizontal, un point matériel pesant mettra le même 
temps à parvenir d'un point à un autre de cette courbe , 
soit qu'on développe ce cylindre , soit qu'on l'enroule sur 
tout autre cylindre ayant ses arêtes verticales. 

Il ne s'agit donc ici que de déterminer s en fonction 
de ^ , et nous ne considérerons que les courbes qui peu- 
vent donner pour s un développement procédant suivant 
les puissances de z. Comme on doit avoir à la fois z = o, 
et 5 = o , il ne saurait y avoir d'exposant négatif, ni de 
terme indépendant de z. Soit donc 

i- = Az" -h Bz^ -f- Cz''' -h . . ., 
a, 6, y,... étant des nombres positifs quelconques, et 






* 



, le ^"f ;Iol *« '" A, ta s*"" ' 

r-. = »» J»^' '.'„,. 4»»'"'°°' 
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Donc il n'y a d'autre taulochrone dans le vide que la 
cycloïde dans la position où nous l'avions considérée , du 
moins parmi toutes les courbes pour lesquelles s est déve- 
loppable suivant les puissances de z. 

231 . Cette propriété de V isochronisme des oscillations 

d'un point qui se mouvrait sur une cycloïde avait fait 

penser à mesurer le temps au moyen d'un pendule simple 

dont l'extrémité décrirait des arcs de cycloïde. Il suffirait, 

pour obtenir un pareil mouvement, de suspendre un 

poids au moyen d'un fil flexible et inextensible, à un 

point qui serait l'origine de deux branches de cycloïde 

dont le cercle générateur aurait pour diamètre la moitié 

de la longueur du fil. On voit, d'après la propriété de la 

développée de la cycloïde, que lorsque le fil s'enroulerait 

sur ces courbes , ou se déroulerait, son extrémité décrirait 

une cycloïde dont le sommet serait le point le plus bas 5 

les oscillations seraient donc isochrones. Mais un pareil 

pendule serait loin d'oflFrir dans la pratique les mêmes 

avantages que le pendule circulaire, et l'on n'en fait 

aucun usage. 

Mouvement d'un point sur une surface fixe. 

232. Soient F(x, j, z) = o l'équation de la surface 
fixe, N l'intensité de la force normale qu'elle produit, 
i , fx, V les angles que sa direction fait avec les axes , et 
X , Y, Z les composantes totales des forces accélératrices 
extérieures; on aura le système d'équations, 

d'^x d^Y d^z 

— =X-hNcosX, ^=:Y4-Ncosfx, — =Z-f.Ncosv, 

^ v^ï^' 17^^ v^ 

djc djr dz 

v=± 



//dFy fdFy fd¥\ 
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Le double signede Y correspond aux deux 
sale, et le calcul fera ccmnaitre en diaqw 
qui conviendra. 

Si Ton substitue dans les pi*emières ëqi 
lenr»de cosX, cosfi, cos v, on aura 

^=:Z-hNV— . 
di^ dz 

» 

Éliminant N ^itre ces trois équations*, 
équations qui , jointes à ¥(jjc^ j^ z) = o, 
x^ yj z en. fonction de t^ et toutes les ce 
mouvement en résulteront. 

Ces calculs, en général impraticables 
quand on a 

Hdx -h Ydjr -h Z</z = d(f (x, jr^ j 
et par suite 

C désignant une constante arbitraire, < 
Tétat initial. 

En effet, les équations (i) donnent imi 
deux suivantes : 

(2) / 

^ d'^z d^x 

dx- dz—-=Zdx-^^dz-^^y 

dt^ dt^ ^ 

Or, en différentiant , par rapport à ui 
conque, ridentilé 

dy 

dy __^ dt 

djc dx 

dl 



là eOBBtantc c ^tant.^^U^^îÂ^ P>r U ^UMonr et k.yir 
taïae iaîtiiV dn uilmOK. •V^f' ^'.T 

L'itqaation des aifts n'a jpfcs tien pour tow les ptiVi 

mais, conune la rànltaote <Jes foreâi||pâ agiasent m k ' 

pmAtoonpe toiyoïin Tase des s, elle aura Ueu^oiuee f 

I^a», comme q6i)> l'aTCWis 4it précédemipeDjU- (^ ^ùn 

' dcâie'Af» dMjpÀiatpsrc'dtaeœasIuiçii^tndre, V; 

(4) a^rfr — yihe-=. 

l'équalloa (3) peut se mettre sous la forme 



(5) -4r. = e+4s.- 



1 



Les équations (^i), (4), (5) suffiseDt pour détermiui'i' 
.r, Yi s eu foDclion de t. 

Dîllerciitîaul d'abord l'équatioo d(? la sphère, nous 
. aurons 

[6) xiltrVydy = — zdz\ 

ajoutant les carrés des équations (4) et (6), il vient 

{x' + / ') [dx^ + (/r ') = î'A' + e"rff ', 
et en tirant x'+y'et ^*+£^* des équations (i) et (5), 
on obtiendra entre zext l'équation 

(«' — a') [(c+ 2^z}rf(' — rfï']= ï'rfs' + (/W;'; 
d'où l'on déduit 

W, ±adt 

dt = 

Le signe — correspond au cas où le mobile monte, et le 
signe + à celui où il descend. 
De là on tirerait, en intégrant, 

.=F(.) ou z = r.(,). 
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U reste à déterminer la projection horizontale du mo- 
bile, soit par les coordonnées x etj^, soit par des coor- 
données polaires; nous nous arrêterons à ce dernier 
moyen. 

L'équation xdy — ydx = c'dt devient, en désignant 
par r le rayon vecteur de la projection . et par ip l'angle 
qu'il fait avec l'angle des x, 

(8) r'^d^ = c'dt et r' = a' — z» ; 
donc , en se bornant au signe supérieur, 

, , .. c'dt ac'dz 

(9) -^^ = 77—7.= 



«' — ^' (a^ — z') s/{a^ — z') [c H- 7.gz) — </» 

Si l'on substitue à dt sa valeur en z et dz , ou si l'on sup- 
pose z exprimé au moyen de t par l'intégration précc- . 
dente , une nouvelle quadrature fera connaître ip eu fonc- 
tion de ^ ou de f ; et comme on a 

toutes les coordonnées du mobile seront connues en fonc- 
tion de t. Mais ces diverses intégrations ne peuvent être 
calculées que par approximation. 

Si l'on veut connaître l'angle que forme, avec la verti- 
cale, le rayon mené du centre de la sphère au point mo- 
bile , on aura , en le désignant par , 

z 
ces© = -; 
a 

il sera donc connu quand z le sera. 

234. Déterminons maintenant la constante c. Pour 
cela, décomposons la vitesse initiale du point en deux 
autres, dont Tune soit perpendiculaire au plan vertical 
passant par ce point et le centre de la sphère, et l'autre 
soit comprise dans ce plan. La première sera la compo- 
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sanle de la vitesse de la projection bonTOiitalu du poiut, 
suivant la perpcudi cul aire au rayon vecteur r de la courbe 
décrite par cette projection ; car celte perpendiciUaire est 
normale au plan vertical dans lequel se trouve la seconde 
composante totale de la vitesse absolue du point, et par 
conséquent cette composante donne une projection nulle 
sur la perpendiculaire au rayon vecteur de la projection 
horisoDtale. 

Soient, dans la position initiale du point, d la valeur 
des, ^ la vitesse, qui est nécessairement tangente à la 
spbèrc, et a l'angle que fait sa direction avec la perpen- 
diculaire au plan vertical qui passe par le point et le 
centre de la sphère-, on aura, d'après ce qui vient d'être 
dit, 

et, substituant à -^ sa valeur tirée de l'équatiou (8), 



comme on a, au point de départ, r^^a* — rf',la 
valeur de c' sera 

(lo) c':=k\la' — fTcosa. 

Si la vitesse initiale est nulle , on a c = o , et l'on retrouve 
les équations du mouvement du pendule simple daus un 
plan vertical. 

â35. Il reste à calculer à chaque iostant la grandeur et 
le sens de la force N que produit la surface. Pour obtenir 
sa valeur de la manière la plus simple, nous muldplîe- 
rODS les équations (3), la première par x, la seconde 
par j', la troisième par z , et nous tes ajouterons-, il en 
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i*esultera 

(il) ^ =±^a-^gz. 

Or, on a 

xdx -^ydy -+- zdz = o , 

et , en différentiant , 

xe/'o; -\-xdy -f- zd'^z •= -— dx" — dy"^ — dz" =z -^ ds''\ 
l'équation (i i) devient donc 



d'oti 



ou 



(12) ±:N= — 



V 



3 



S^ 



a 



et comme N est essentiellement positif, on verra , d'après 
les valeurs de (^ et z à chaque instant, lequel des deux 
signes du premier membre on doit prendre pour que cette 
équation ne soit pas absurde \ on saura ainsi quels signes 
il faut prendre à cet instant dans les équations (3), et par 
conséquent quel est le sens de la force produite par la 
surface. 

Si z est positif, le second membre de l'équation (12) 
est négatif , et l'on doit prendre le signe inférieur dans le 
premier membre; d'où il résulte que la surface produit 
sur le point une force dirigée de la surface vers le centre, 
toutes les fois qu'il est situé au-dessous du plan horizontal 
mené par le centre de la sphère. 

Si z est négatif, c'est-à-dire si le point est au-dessus 
de ce même plan horizontal , les deux termes du second 
membre de l'équation (12) sont de signes contraires, et 
le résultat peut être négatif, nul ou positif. On prendra 
encore le signe inférieur de N si l'on a 
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détruite par la surface, et' le signe de cette expression 
indiquera le sens de cette force comme nous venons de 
l'expliquer. Il suit de là que la surface remplace une 
force égale et opposée, et par conséquent représentée par 

^î le signe étant entendu de la même manière. 

a 

Ainsi , dans l'hémisphère inférieur, cette expression étant 

évîdenunent négative, la force produite par la surface est 

dirigée vers le centre. Dans l'autre hémisphère, elle sera 

encore dirigée vers le centre si l'on a 

elle aura la direction contraire lorsque s^^ + gz sera < o. 
On retombe ainsi sur les résultats déjà obtenus. 

236. Mous^ement d'un pendule qui s'écarte très-peu de 
la, verticale. — Le mouvement du point sur la sphère peut 
ôtre réalisé en supposant ce point lié au centre par une 
ligne inflexible et sans masse. Ainsi , le problème que 
nous venons de traiter est celui du pendule simple , con- 
sidéré de la manière la plus générale. Les calculs peuvent 
s'exécuter complètement lorsque le pendule fait toujours 
un très-petit angle avec la verticale menée par le point 
de 'suspension. 

Soient Q l'angle variable que forme la direction du pen- 
dule avec celle de la pesanteur, a sa valeur initiale cor- 
respondante k z = d^ et supposons que la vitesse initiale 
h ait une direction horizontale , aucjuel cas la valeur c 

devient 

c' = A sja^ — (C. 

En négligeant les quantités très-petites du troisième ordre 
et des ordres supérieurs, devant celles du second, nous 
aurons 

— 2=:flCOS0=:rt 9 — d zzz a COSCL=i a 5 

2 2 

c = X' — iga -h gaoL^y c"' = X'û^sin'a = A•'«'a^ 



I as nicAniqrB- 
La formait (7) deviemlra 



-'=^V^- 



V^ 



et posant 

^3) 



V i"V("' — 9'){S'— «"}' 



«l'où rmi voit déjà q r< a coQUamment. compris 

(■tili-e a Cl S. n en résnile que i l'on a S ^ at. on aar* 
conatamroeat S ^: a ; le pendule tlécrlra donc un cône 4^ 
révolalion autour de [a verticaie, et le point tnatérie* 
déi;rira un cercle horiztmtal. Quant à ranglei^. la (or-^ 
mule générale 

r'dSi^^c'dt d r/J. ^ — rf/, ^^ 

et comme fl ^ a ^ ê. elle se réduit à -^B 

(i^.= \J'dt, 

d'où l'on tire, en faisant commencer l'angle tj» en même— ^ 

temps que (, if ^ïl/-- Ainsi, dans ce cas, le moare- 

ment du pendule est uniforme, et il décrit la snrface 

conique entière dans un temps égal à 27r l/ — 

Revenons à l'équation (i3) qui est évidemment inté- 
grable; mettons-la sous la forme 
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îl en résultera 



'V g \/i— a»' 



d'où 

t-j-€i =zïZ-Ti/ -' arc cos a. 



■-^'Vl 



La constante Ci se déterminera en exprimant que t = o 
donne ^ == a , et par suite a: = i *, il en résultera 



c, = o, et ^ =1117 \/ -• arc ces», 
ou 



=**v1 



a^cos,2ti/- 
V « 



<l'où l'on conclura pour S' la valeur suivante: 



ô» = 1 cos 



-v^ 



ou 



<i4) ô» = a^cos^ri/|^-6^sin^fi/?• 

On reconnaît immédiatement que ô' est périodique, et 
que la durée de la période est tt 1/— Pour t = o, on a 

e» = a»; 
pour f = I TT i/-, c'est-à-dire au milieu de la période, 



on a 



et 



lorsque f = tt i/ - 9 on retrouve 



i** année. aa 



'^/'.'•^ atete qu'un oboSfyrtear qui se monn^ «yeç le ^ 
'* 'i^'l:- vâiticïl qni «mtiei^ k peadole» yegrrait «Scillerceâet^ 
' *• .j^ier entre les deux dîrecùoiu'bisuft'ipii^ U Terticale, Et 
■^^ d'tm mèmfe càté , les angles « , S. Le tU^Ji^qn^ mettntt 

• "A .'* ■ 

ict/-;mau, in 

milieu de cet interviBe, il né 'sepiit pu à ^de J^tUnce 
s deux droites , et l'on accrut k ')M;ïnstùit ' . 




' ce qot 4pi>«ie pour '9 inie valeur .^ns'gnnde que 1* 






rf' 






.. ^ r'd^=i^t/ty on rf^i 
Remcttaut pour 6' sa valeur eu t, il vient 

(i5) rf^^icS' /^ ''^ 



Pour intégrer cette expression nous poserons, d'après la . 
méthode ordinaire, tang.t\/-=zy, et nous obtieudrons 

_ aSdv 

d'où l'ou déduit 

■^ =: arc tang — ■ 

II n'y a pas de constante à ajouter, parce qye l'on doit 



i%i>ir en mèniL' tempe» 

\Ijt.XXx: équation peut se mettre sous la toroie 





— — tan j l , 


>a 




i6 





^i 



Dn voit que l'angle '^ ne croit pas unifonnéiiient ^ il prend 

racceséivement les valeurs r:. .27:, 3:7,..., wtt, pour les >a- 
eurs âucct-ssî^esde /qui rendent le second membre nul ; ces 

valeurs sont tz %/-!»..., #ir l/— Aux milieux de ces di- 
vers intervalles de temps, le second membre devient infini ; 
le premier le devient donc aussi, et les valeurs de -^ sont 
^:7 . :t -f- ^ r. . . . : de sorte que le plan vertical qui contient le 
pendule se trouve perpendiculaire â sa position initiale. 
Ainsi . les quatre quarts de la révolution de ce plan sont 

parcourus dans des intervalles de temps égaux à - %/-; 

et, pendant chacun deu3&, le pendule accomplit dans son 
plan vertical une oscillation qui ramène de Tune à l'autre 
des deux directions extrêmes qui font avec la verticale les 
angles at et c. 

On peut encore remarquer que le plan vertical du pen- 
dule met toujours le même temps à parcourir deux angles 
Iroits, à partir d'une quelconque de ses posîtinns. 

237. Si Ion veut connaitre le mouvement de la pro- 
jection du point sur le plan honzontal^ il faut obtenir en 
fonction de f , soit ret -^^ soit x et > . 

D'aboi-d Téquation (16) fait connaitre c{r; et pour avoir r. 



t 



: ^ 



34p j ûoimt Ht l ié nàin wjt»;.-^- 

'4 â suÉrii derecaurir^à la formule 



' . \ 



.^K. a. 






^ 



^ àa yaleur tirée de £é^piatii^i 



.trc^ciT^à ^aînsi 



*-.•? 






obtiendra Tëquation de la projectioti de la trajedoii^ lOir ^• 
le plan horizontal , çn éliminant, t é^ffe* cesr é^^itiioiiiy Pfi 
^condttit> - »^: . 



ûrve* ^ ; * 



Vim'4!'^^*<'^4 ^ ^.>^ 



il est iadlct d'y reootmàitre réquation Jd^Eme d%ic»,CN J^ 
Faura en c^u^onnées rectangles enjpo^ni 2 

elle dévient ainsi 

Ses demi-axes sont aa, iS^ ils sont renfermés dans deux 
plans verticaux rectangulaires, dont l'un passe par le point 
de départ. 

Enfin, si l'on veut avoir x et j^ en fonction de t, il suf- 
fira de substituer dans les formules 

la valeur de r donnée par Téquation (17) et les valeurs de 
coscp, sinip qu'on tirera de l'équation (16). 
On trouve ainsi 

On peut faire ici une remarque qui se rapporte k tin prin- 



<*ipe gén^nJ dont nous parlerons plus tard. Elle tient à ce 
<jue la Taleur de x ne dépend pas de c , ni celle de >- de ar . 
II suit de là que le mouTcment projeté sar Taxe des x 
est le même qae ai c était nnl , et que le pendule écarté 
de la Tertlcale don ancje z fût abandonné sans vitesse 
initiale à l'action de la pesanteur. De même, le monve- 
ment piojeté sur Taxe des > est le même que si le pen- 
dule partait de la verticale avec la vitesse initiale donnée, 
qui se trouvera dirigée suivant Taxe des y. Ainsi ces deux 
causes de mouvement • savoir, lécartement de la verticale 
et la vitesse initiale, produisent séparément leur effet ; et 
l'on a toujours la position exacte du m<d>ile à un instant 
quelconque . en composant les déplacements correspon- 
dants à ce même instant . dans les deux mouvements qui 
seraient produits respectivenient par chacune des dcrux 
causes agissant isc»lément. ^ 

Principe de la moindre miioit. 

2J8. Lorsqu'un point libre . ou assujetti à se mouvoir 

sur une surface fixe . est soumis à l'actioD de forces telles 

que Ion ait 

X^r-^ Y<r-|-Z<fe = A x, y, »), 

et par suite 

•- - = io X. r , ^: -î- C , 

la courbe qu'il décrit jouit de la propriété remarquable, 
qu'en prenant pour v cette Taleor en x. jr, z. Tinté- 
çrale fi^ds, prise entre deux points quelconques A et B 
de cette courbe . est moindre qu'elle ne le serait pour toute 
autre courbe terminée aux deux points A, B« et assu- 
jettie à rester sur la surface fixe, quand le point s*t troove 
lui-même assujetti. D s'a^t donc de démontrer que 

f\ iz ^x. >-.;:) -f- C . di est im minimum quand x. y. z 
satisfont aux équations de la trajerloirr: et pour cela il 




3i^ COUHS 1>K XLGilKlUIJK. 

lauiproun quels vanalion 3 ft'ds est nulle, f représuO* 
lant \'2q)(^ y, s) + C. Remarquons d'ailleurs que, si l'on .^ 
lixail la co. .rlie quelconqun que Tou cousidèrc cuire 
et B, ut q m assujeUÎt le poiiU matériel à y rester, et» >° 
soumettam h Tactiou des mèines forces extérieures, ** 
vitesse serai . toujours donnée parla même formule 



*.' = 2? 



r,^) + c. 






■oSd»:), 



toutes ces lu 
A et B. Or, 



cl l'équation 
donne 



étant prises entre les deux poim 



I ^ 

1 



cl il faut remarquer que dans X, Y, Z les valeurs de 
X, T , z se rapportent aux poînLs de la trajectoire , et que 
.r + (Jjr, y + tÎTi 3 + ^3 sont celles des points correspond 
danls de la courbe infiniment voisine. * 

Si le point est assujetti à rester sur une surface fixe, on 
a à chaque instant 



isl, 



^ = Z + Nc. 



d^ 



et s'il est libre, il suffira de supposer N^o (Untf^xeft... 
cijuailonsj qui peuvent ainsi représenter les deux cas. OBiI 4' 

en déduit ,__. - _ 



XoV-t-Y.îr + Z3ï= 

— > {Sx tos» + Sf i-msj. -H 3z ( 



"A'^ 
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Or, la dernière partie du second membre est nulle si le 

point est libre, parce qu'alors N = o. Elle est nulle 

encore si le point étant assujetti à rester sur une surface 

fixe , la courbe infîniment voisine est aussi assujettie à s'y 

tro laver, parce que la droite qui joint deux points corres- 

poridanls étant perpendiculaire à la normale dont les 

^ïïgles avec les axes sont X , p., v, on a 

Sx cos^ -f- fy cosp H- dz cosv = o. 

^*>. aura donc , dans ces deux cas , 

^^ jMir suite 

^^aintenant de l'équation 

ds'' = dx^ -I- df"" 4- dz' 

^rx déduit 

dsSds = djcSdx -+- dfSdjr •+- dz$dz ; 

d'où, en divisant par dt^ et intervertissant les caractéris- 
tiques â eid^ 

iU dt '^ dt 

Réunissant les deux parties de la variation de y^»^^ , on 
obtient 



=(§"-l'/-^-) 



et cette dernière expression doit être prise aux deux 
limités de l'intégrale. Or, elle y est nulle , puisque las deux 



-x-w — "X- 



r -ont anls . et il 
z:^.: . . -r- àenx pcrints 5 ef- 
1- ■ -.s.'y^ a latraJŒ- 






. ' - -— \ - ; - - u z: -x. " :: jub !• 

. . _ jt- ' 'iILT» .' *•" ..-. • -■" 1^ ^H— 

'.* '1x1:11'. *• Zi' - — " ^-rrl --~.. . "-r-.iiT -C in*^ 

-iii:*ia-.- îii: ■_.._ .■»-._ . ^ ■■ .nciix ._ i: -^ — -mm -un] 
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it que ces troi$ équations se réduisent à deux, et 
it celles de la trajectoire, en remplaçant (^ par sa 
: en x, j^, z. Si Ton effectue les différentiations , en 
nt s pour variable indépendante , on obtient 






Y = ç 



^ lis \ ds ds eis) 

dy ^y l^^ V ^ 7 ^\ 

ds"^ ds \ ds ds ds) 



^ dH ày 1 dx dy 

ds^ ds \ ds ds 




1 
on 



multiplie la première par -^, la seconde par — > 

^n les retranche; qu'ensuite on multiplie la pre- 

dz ^ . .1 ^ ^ » 1 

par ~ et la troisième par — , et qu on les retran- 

)n aura les deux équations suivantes , qu^on pourra 
3 considérer comme celles de la trajectoire : 



ds ds \"* f 



' dx 
"dT' 

dz 

dx dz /dlrV ' dx 

ds ds \^/ d^ 



1 veut prendre x pour variable indépendante, et 
multiplie les deux membres de ces équations par 



1 aura 



dz /dx\* d^z 

dx \ds ) dx' 



'* année. 23 




s que nous avions ilcja 
i du mouvement d'un 
point siu- une surface; il suffira, pour les en dêduirp, 
de supposer nulle la force provenant de la surface. On les 
intégrera après avoir remplacé c' par ayfx.j', a} + C, 
l'I X, Y, Z par leurs valeurs données en fonction de 
x,y, z. 

Le principe de la moindre action donnerait de même 
les équations de la trajectoire quand le point est assujetti 
à se mouvoir siu- une surface fixe. 

24i. Si l'on considère un point libre sollicité vers un 
centre fisc par une force dépendante seulement de la dis- 
tance, !a courbe est plane et l'on peut se borner à deux 
coordonnées ^^ j" ; de plus , Xi/.r ■+- Yefy est une dilTéren- 
lielle exacte, de sorte que le principe de la moindre 
action a lieu, et on peut l'appliquer à la détermination 
de la trijjecloire. Mais, dans ce cas, il sera plus simple 
d'employer mi système de coordonnées polaires r, 6 en 
prenant pour pôle le centre d'action. 

Soit <f la force dirigée vers le centre, on Iftura, en 
supposant la constante renfermée dans l'intégrale iodé- 

r' ' = — a/çrf/-, rf.t = sjdr^ ■+■ r'M', 
et l'intégrale qu'il faudra rendre minimum sera 

f^dr^ + r'M' s/ - 2.ffdr. 
Le calcul des variations conduit à l'équation 
r'dO y' — sffdr _ 
'Jdr' + rm' ~ ' 
ou 

f 'rffl ij — 2f<f dr _ 
\/dr' + r'd9' ~ ' 
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4J désignant une constante arbitraire. 



On lire de là 



ou 






f ^a force (f étant donnée en fonction de r, ffdr sera une 
f onction connue de r, et Ton aura ainsi Féquation polaire 
de la trajectoire, que nous retrouverons plus tard par 
ane autre méthode. 
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ERRATA. — Première Partie. 



Page 10, lignes 2, 3, 4j «" /*<"" àe sin V, lisez sin -' V 

Page i3 , lignes 4, 5, 6 ; au lieu de sin V, lisez sin -' V 

Page 46, ligne 5; au lieu de Z, liseB X 

Page 5i , ligne 9; lises si elles sont égales et opposées, il y a équilibre 

Page 67 , ligne 4; au lieu de XZ, lises Xs 

Page 271, ligne i3; ajoutes: et la vitesse que le point avait sur sa tra- 
jectoire est celle qu^il aura sur la tangente, lorsque la force aura 
cessé d'agir 

Page 291 , première ligne en remontant; après le mot tangente , ajoutez : 
dans le sens de la vitesse. 

Page 33o , lignes 5 et 6; au lieu de ce plan , lisez le plan des x cl r. 

Page 332, ligno 21 ; /»« lieu de c , lises c' 
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